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Zusammenfassung

Das Finden eines kiirzesten Pfades zwischen zwei Punkten ist ein fundamentales Problem
in der Graphentheorie. In der Praxis ist es oft wichtig, den Ressourcenverbrauch fiir das
Ermitteln eines solchen Pfades minimal zu halten, was mithilfe einer komprimierten Pfad-
datenbank erreicht werden kann. Im Rahmen dieser Arbeit bestimmen wir drei Verfahren,
mit denen eine Pfaddatenbank moglichst platzsparend aufgestellt werden kann, und evalu-
ieren die Effektivitdt dieser Verfahren anhand von Probleminstanzen verschiedener Grosse

und Komplexitét.
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Einleitung

Unter einer komprimierten Pfaddatenbank (engl. Compressed Path Database, im Folgen-
den CPD) versteht man eine Datenstruktur, welche alle optimalen Pfade zwischen allen
moglichen Start- und Zielknoten in einem Graphen enthélt. Sie erlaubt es also, den optima-
len Pfad zwischen zwei Knoten in kiirzester Zeit nachzuschlagen[1]. Eine CPD hat gegeniiber
herkémmlicher Pfadplanung zwei grosse Vorteile: Erstens muss ein Agent nicht warten, bis
der gesamte Pfad berechnet ist, sondern kann seine Route sofort ermitteln und begehen.
Vor allem bei einer Vielzahl an Agenten, die gleichzeitig eine Route planen wollen, kann hier
ein Engpass in der verfiigbaren Rechenleistung vermieden werden. Zweitens benttigt das
Nachschlagen des gesamten Pfades einen Bruchteil der Zeit, die man fiir eine Berechnung
des Pfades aufwenden miisste.

Dies bedeutet natiirlich, dass fiir einen Graphen im Voraus fiir jeden Knoten die optima-
len Pfade zu jedem anderen Knoten berechnet und gespeichert werden miissen. Die Anzahl
dieser Pfade wéchst mit dem Quadrat der Anzahl der Knoten im Graphen, der Speicher-
verbrauch einer "naiven” CPD, welche alle optimalen Pfade speichert, wird also fiir viele
Anwendungsfille schnell zu gross.

Es ist daher sinnvoll, als Kandidaten fiir die CPD eine sogenannte first-move Matriz zu
betrachten. Diese enthélt fiir jedes mogliche Knotenpaar nicht den optimalen Pfad selbst,
sondern nur den ersten Zug besagten Pfades. Dies hat den Vorteil, dass eine grosse Platzer-
sparnis erzielt wird, indem nur noch einzelne first moves und nicht ganze Pfade gespeichert
werden miissen. Mochte man aus einer first-move Matrix den optimalen Pfad zwischen zwei
Knoten auslesen, erfragt man zuerst, welcher Knoten vom Startknoten aus als néchstes be-
sucht wird, dann den ersten Zug von diesem neuen Knoten aus, bis man schliesslich zum
Zielknoten gelangt. Die in dieser Reihenfolge ausgelesenen first-moves repréisentieren einen
optimalen Pfad zwischen zwei gegebenen Knoten.

In der Praxis stimmen benachbarte Eintrége in einer first-move Matrix oft iiberein. Um den
Platzverbrauch der CPD weiter zu reduzieren, wird die Matrix daher Zeile fiir Zeile mit
Lauflingenkodierung (engl. run length encoding, im Folgenden RLE) komprimiert[2]. Der
Kompressionsgrad héangt bei dieser Methode davon ab, wie unterschiedlich die einzelnen
Zeileneintréige sind: lange Ketten identischer Zeichen lassen sich besser komprimieren als

Sequenzen mit vielen verschiedenen, ungeordneten Zeichen.
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Aus diesem Grund léisst sich eine first-move Matrix moglicherweise stirker komprimieren,
wenn die Spalten zuerst permutiert werden. Das Ziel ist dabei, die Spalten der Matrix so
zu sortieren, dass in benachbarten Spalten die Eintridge in der selben Zeile moglichst oft
iibereinstimmen. Als Mass fiir die Ahnlichkeit zweier Spalten kénnen verschiedene Metri-
ken verwendet werden, wie beispielsweise die Hamming-Distanz. Im Rahmen dieser Arbeit
werden drei unterschiedliche Distanzmasse und ihre Auswirkung auf die Qualitidt der Kom-
pression analysiert.

Die Suche nach einer optimalen Spaltenordnung lésst sich als ein Travelling Salesman Pro-
blem (TSP) formulieren. Dabei entspricht jede Spalte einem Knoten, wihrend die Distanz-
masse zwischen zwei Spalten die Gewichte der Kanten zwischen den Knoten repréisentieren.

In dieser Arbeit wird ein TSP-Solver verwendet, um die Spaltenordnung zu berechnen.
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2.1 Graphentheorie

Wir bezeichnen als Graphen ein Tupel (V, E). Hierbei ist V eine endliche Menge der Kno-
ten. Die Kantenmenge E = {ej,ea,...,e,} C V x V ist eine Menge von Tupeln e =
(start(e), ziel(e)), wobei start(e),ziel(e) € V und start(e) # ziel(e). Einen solchen Gra-
phen bezeichnen wir als gerichteten Graphen. Dies bedeutet, dass eine Kante e vom Knoten
start(e) zum Knoten ziel(e) fithrt. Bei einem ungerichteten Graphen fithrt zudem jede Kan-
te e € F vom Knoten ziel(e) zum Knoten start(e). Mit jeder Kante werden bestimmte

Kosten durch eine Kostenfunktion cost : E — Rx, assoziiert.

Wir betrachten als Beispiel den gerichte-

1
ten Graphen Gp,, = (V,E) mit V =
{a,b,c,d,e} und E = {{a,d),{(d,a),(b,c),
. 2 2 3
(c,b), (b,e),(d,c),(c,e),(e,d)}. Die Zahl neben
einer Kante bezeichnet deren Kosten. 4 2
1 :

Wir konzentrieren uns in dieser Arbeit auf ge-
richtete Graphen, die im Folgenden beschriebe- Abbildung 2.1: Der Graph Gy,
nen Prozeduren sind aber alle auch auf unge-

richtete Graphen anwendbar: Fiir jeden ungerichteten Graphen G = (V| E) existiert ein
gerichteter Graph G’ = (V, E') mit (start(e), ziel(e)), (ziel(e), start(e)) € E’ fiir jede Kante
ec k.

Ein st-Pfad m vom Knoten s zum Knoten ¢ mit s,f € V ist ein Tupel von Kanten © =
(e1,€2,....,en) mit e, € E fir ¢ € [1,N], fir das gilt, dass start(e;4+1) = ziel(e;) fur
j€[l,N —1], start(e;) = s, und ziel(en) = t.

Die Kosten eines Pfades 7 sind die Summe der Kosten aller Kanten in 7. Ein Pfad 7 von
s nach t ist genau dann optimal bzw. ein kiirzester Pfad, wenn kein anderer Pfad 7’ von s

nach ¢ existiert, dessen Kosten geringer sind als die Kosten von 7.
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Am Beispiel: Vom Startknoten a zum Zielknoten e
gibt es mehrere st-Pfade. Pfade mit Zyklen, d.h. Pfa-
de, in denen ein Knoten mehrmals besucht wird,
sind hier vernachléssigt. Ubrig bleiben die Pfade
m = {{(a,d),{d,c),{c,e)) mit Kosten 2 + 4 + 2 =
8 und m = ({(a,d),{d,c), {c,b),(b,e)) mit Kosten
2+ 4+ 14 3 = 10. Fiir dieses Beispiel existiert also

genau ein optimaler st-Pfad: .

Abbildung 2.2: Kiirzeste Pfade in G,

2.2 First moves

Gegeben sei ein Graph G = (V, E). Ein first move fiir ein bestimmtes Knotenpaar s,t € V ist
jeweils der erste Element eines optimalen st-Pfades. Fiir ein gegebenes Knotenpaar kénnen
also mehrere verschiedene first moves existieren, wenn es auch mehrere verschiedene st-Pfade
gibt.

Fiir diesen Graphen G existiert eine quadratische first-move Matriz F' mit den Dimensionen
[V| x |V|. Jedes Element F; ; mit 4, j € [1,|V]] und ¢ # j einer first-move Matrix enthélt die
Menge aller first moves vom Knoten s zum Knoten ¢.

Auf allen diagonalen Feldern F;; der first-move Matrix befinden sich die first-moves der
optimalen st-Pfade mit s = ¢. Diese Eintrége der first-move Matrix sind definiert als die
Menge aller Kanten, fiir die gilt, dass start(e) = s. Dies ist erlaubt, da die Eintrage F;;
spéter nie ausgelesen werden (Es macht keinen Sinn, fiir einen ¢¢-Pfad den first move nachzu-

schlagen). Ausserdem ist diese Definition fiir die spéter beschriebene Kompression giinstiger.

Wir verwenden weiterhin als Beispiel den Graphen Ggp. In diesem Beispiel steht der Zei-
lenindex fiir den Startknoten, der Spaltenindex fiir den Zielknoten der st-Pfade, aus denen

die first moves stammen.

a b C d e
a | (a,d) (a,d) (a,d) (a,d) (a,d)
b | (b,¢) | (b,c),(b,e) (b, c) (b,c),(b,e) | (b,c),(b,e)
c | {ce) (c, b) (e, b)Y, {c,e) (c,e) (c,e)
d | (d,a) (d,c) (d,c) (d,a),(d,c) (d,c)
e | {e,d) (e, d) (e, d) (e, d) (e, d)

Abbildung 2.3: Die aus Gy resultierende first-move Matrix

2.2.1 Platzverbrauch

Die first-move Matrix fiir einen Graphen G = (V, E) hat einen quadratischen Platzver-
brauch, mit |[V'|? Eintriigen. Diese Eigenschaft ist jedoch in der Praxis oft unerwiinscht. Der
Speicherverbrauch einer first-move Matrix, obwohl dieser im schlimmsten Fall immer qua-

dratisch wéchst, kann jedoch reduziert werden, indem die first-move Matrix komprimiert
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wird[1]; das Ziel dabei ist es, den Speicherverbrauch zu verringern, ohne dass durch die De-
kompression beim Auslesen der Matrix ein zu grosser Overhead entsteht. In dieser Arbeit

wird als Kompressionsalgorithmus die Lauflingenkodierung verwendet.

2.3 Lauflangenkodierung

Das Ziel der Lauflingenkodierung ist es, eine Folge von Zeichen verlustfrei zu komprimieren,
indem Ketten (oder ”Léufe”) von identischen Zeichen durch die Lénge der Kette und das
Zeichen, aus dem sie bestand, zu ersetzen. Wir betrachten zuerst einen Algorithmus, der auf
Sequenzen von Zeichen arbeitet, und wenden diese Idee danach auf Sequenzen von Mengen

an.

Ein auf Zeichenfolgen arbeitender RLE-Algorithmus akzeptiert im Folgenden eine beliebige,
endliche Sequenz S = (s1, s2, ..., ) von Zeichen aus einer nicht-leeren, endlichen Zeichen-
menge 3 und iibergibt als Ausgabe eine Sequenz O von Tupeln I; = (x;,¢;) mit j € [1,|O]].
Dabei ist z; € ¥ und ¢; € N5 . Fiir jede Folge in S von einem oder mehreren konsekutiven
Zeichen, soll die Ausgabe O ein Tupel mit diesem Zeichen und der Lénge der Folge enthal-
ten. Wiirde man also jedes Tupel (z, ¢) der Ausgabe durch eine c-malige Aneinanderreihung

von x ersetzen, erhielte man wieder die Eingabesequenz.

Zur Berechnung der Kompression wird die Eingabe S von Anfang bis Ende elementweise
traversiert, wobei zu Beginn und jedes Mal, wenn ein Zeichen s; € S, i € [1, n] nicht gleich
dem vorhergehenden Zeichen s;_; ist, ein neuer Lauf, also ein neues Tupel I; = (s;,1)
begonnen wird. Jedes Mal, wenn auf s; ein Zeichen s, = s; folgt, wird die Lénge c; dieses
Laufes um eins inkrementiert. Stosst der Algorithmus auf das Ende der Zeichenkette oder
ein Zeichen s;411 # s;, wird an die Ausgabe O des Algorithmus das Tupel I; angehéngt. Zum
Beispiel enthélt die Zeichenkette ”aaaabbbc” drei Laufe: "aaaa” mit Léange 4, ”bbb” mit
Lénge 3 und ”¢” mit Lénge 1. Nach der Kompression lautet die resultierende Zeichenkette
demnach " ({a, 4), (b, 3), (c, 1))".

2.4 Anwendung auf Zeilen der first-move Matrix

Wendet man Lauflingenkodierung auf eine Zeile in einer first-move Matrix an, zeigt sich
schnell, dass mit dem vorhin beschriebenen Algorithmus fiir Sequenzen von Mengen nur
eine unbefriedigende Kompression zu erreichen ist, weil viele Elemente von S zwar gewisse
Kanten teilen, aber nicht identisch sind. Es ist jedoch fiir first-moves gar nicht nétig, aus
der komprimierten Sequenz die urspriingliche wieder zu rekonstruieren; vielmehr reicht es,
wenn aus jeder Menge s; € S ein einziges Element wieder rekonstruiert werden kann. Da alle
first moves auf einem kiirzesten Pfad liegen, spielt es keine Rolle, welcher am Ende effektiv

ausgelesen wird.

Wir verwenden als Beispiel die aus Gy, resultierende first-move Matrix F: Sei das Alphabet
3. = E. Die Zeichenkette S, die dem RLE-Algorithmus iibergeben wird, ist die Sequenz der
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Elemente, die in jedem Feld einer Zeile enthalten sind. Fiir die vierte Zeile lautet die Eingabe
also S = ({ea},{es}, {€6}, {€2. €6}, {€s}), wobei ea, g € E. Komprimiert man diese Zeile mit
RLE fiir Mengen, erhilt man die Ausgabe O = (({e2}, 1), ({es}, 2), ({e2,e6}, 1), ({es}, 1)).
Viel giinstiger wire es hier, wenn man die Elemente s5 bis s5 aus S zu einem einzigen Lauf
zusammenfassen konnte.

Um dieses Problem zu 16sen, wandeln wir die Lauflaingenkodierung fiir Mengen folgender-
massen ab: Wir versuchen nicht mehr, ausschliesslich identische Mengen in S zu einem Lauf
zusammenzufassen. Vielmehr wihlen wir aus jeder Menge s; € S genau ein Element, und
komprimieren die resultierende Sequenz von Kanten wie gewohnt. Naheliegenderweise wihlt
man das Element, auf welches jede Menge reduziert wird, nach dem greedy-Prinzip[2]: Die
erste Kante wird beliebig gew#hlt. Fiir s;, wihle wenn moglich die Kante, welche schon fiir
s;—1 ausgewihlt wurde. Ansonsten, wihle eine beliebige Kante. Diese Reduktion der Men-
gen auf eine Kante fiihrt in jedem Fall zu einer mindestens so guten Kompression, da fiir
zwei vollig disjunkte Mengen sowieso ein neuer Lauf begonnen werden muss, wihrend es
die neue Methode fiir zwei aufeinanderfolgende Mengen s; # s;41, $; N ;11 # O ermdglicht,

einen bestehenden Lauf fortzufiihren.

Am Beispiel: Wir betrachten wieder die vierte Zeile von F', alsoist S = ({ea}, {es}, {es}, {€2, €5}, {€6})-
Das vierte Element von S enthiilt zwei Eintrige ez, eg € E. Da eg schon im dritten Element
vorkommt, wird aus dem vierten Element die Kante eg ausgewéhlt, aus der Eingabe wird

(€2, €6, €6, €6, €6). Die Ausgabe des neuen Algorithmus lautet dann O = ({e3, 1), (eg,4)).

2.5 Relevanz der Spaltenordnung

Bei einer first-move Matrix ist es erlaubt, ihre einzelnen Spalten beliebig zu vertauschen,
bevor die Matrix komprimiert wird[2]. Das bedeutet natiirlich, dass die Permutation p der
Spalten gespeichert werden muss, und dass bei jedem Zugriff auf die Matrix der Index, an
welchem diese ausgelesen wird, der Index mit p permutiert werden muss. Dies ist unbedenk-
lich, da der Platzverbrauch von p linear mit der Anzahl der Knoten wichst. Der zusétzliche
Zeitaufwand ist konstant und kann vernachléssigt werden.

Da jede Zeile bzw. Spalte mit einem bestimmten Start- bzw. Zielknoten assoziiert ist, ist
eine Vertauschung der Spalten nichts anderes als eine Umsortierung der Knoten im entspre-
chenden Graphen. Diese Eigenschaft lisst sich ausnutzen, um die Kompression der gesamten
Matrix zu verbessern: Die Anzahl der Liufe, die in einer Sequenz von Mengen enthalten ist,
bestimmt die Qualitidt der Kompression. Je weniger Léufe, desto weniger Elemente enthélt
die Ausgabe der Kompression. Wir sagen, dass die Kosten einer Kompression gleich der Kar-
dinalitdt der Ausgabe O sind. Sortiert man nun die Knoten im Graphen in einer bestimmten
Reihenfolge neu, miissen alle Zeilen der first-move Matrix in derselben Reihenfolge umsor-
tiert werden. Dabei ist es moglich, dass die neue Knotenreihenfolge zu einer anderen Summe

der Kompressionskosten der Zeilen fiihrt.

Am Beispiel: ohne Umsortieren der Knoten in G, resultiert die Kompression der dritten
Zeile in der Ausgabe O3 = ({e5, 1), (eq,2), (e5,2)) mit Kosten 3, wihrend die vierte Zeile
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zu O4 = ({ez,1), {es,4)) mit Kosten 2 komprimiert wird. Vertauscht man nun den Kno-
ten a¢ mit dem Knoten ¢, erhdlt man zwar fiir die dritte Zeile die bessere Kompression
O3 = ((e4,2), (e5,3)) mit Kosten 2, verschlechtert aber im Gegenzug die Kompression der
vierten Zeile zu O4 = ({es, 2), (€2, 2}, (€6, 1)) mit Kosten 3.

Das Ziel ist also, eine Knotenreihenfolge zu finden, welche die Summe der Kompressions-
kosten der Zeilen einer first-move Matrix minimiert. Damit man bestimmen kann, welche
Reihenfolge iiber alle Zeilen die beste ist, benétigt man eine Metrik dist(s,t) dafiir, wie loh-
nend es ist, zwei Knoten s,t nebeneinander zu platzieren - oder anders gesagt, wie lohnend
es ist, zwei Spalten der Matrix nebeneinander zu platzieren. Da das Ziel ist, die Summe
der Kompressionskosten (also die Anzahl an Liufen) zu minimieren, sollte das Distanzmass
widerspiegeln, wie viele Laufe das Nebeneinandersetzen zweier Spalten unterbricht. Da jede
Spalte an eine beliebige Position gesetzt werden darf, existiert fiir jeden Startknoten s zu

jedem Zielknoten t # s eine solche Distanz.

Dieses Problem lésst sich als ungerichteter Graph Ga;st = (Vaist, Faist) formulieren: Die Kno-
tenmenge Vy;s: des neuen Graphen entspricht genau der Knotenmenge V' des urspriinglichen
Graphen. Da fiir jedes Knotenpaar s,t € Vy;st, s # t ein Distanzmass fiir das Nebeneinan-
dersetzen der entsprechenden Spalten existiert, gibt es fiir jedes Knotenpaar s,t eine Kante
(s,t) € Egise mit cost((s,t)) = dist(s,t). Das bedeutet, dass jeder t¢-Pfad 7 auf dem Gra-
phen Gg;st, welcher jeden Knoten genau einmal besucht (d.h. 7 enthélt keine zwei Kanten
e1,ex mit start(ey) = start(es)) und wieder beim Startknoten ankommt, einer Knotenrei-
henfolge bzw. Spaltenordnung fiir die first-move Matrix entspricht. Die Suche nach einer
optimalen Spaltenordnung entspricht also genau der Suche nach einem Fkiirzesten solchen
Pfad 7 auf Gg4;s. Dieses Problem ist bekannt als das Travelling Salesman Problem. Es gilt

nun also, ein gutes Distanzmass dist(s,t) zu finden, um den Graphen G g5 aufzustellen.



Distanzmasse

Ein optimales Distanzmass distopt(s,t) ist eine Metrik, unter deren Verwendung die Losung
des TSPs, also die aus G g;s¢

fithrt, sodass kein anderes Distanzmass dist’(s,t) existiert, unter dessen Verwendung eine

.pe €rhaltene Spaltenordnung, zu einer Kompression C' von I’
Kompression C’ mit |C’| < |C| moglich ist.

Um ein solches Distanzmass zu finden, wire es notig, im Voraus zu wissen, welche first-
Moves bei der Lauflingenkodierung ausgewihlt werden, damit diese in der resultierenden
Spaltenordnung moglichst nebeneinander zu liegen kommen. Es ist daher nicht méglich, ein
solches optimales Distanzmass zu bestimmen, ohne die komprimierte first-move Matrix zu

kennen.

Wir betrachten deshalb im Folgenden drei suboptimale Distanzmasse und diskutieren deren

Vorziige und Méngel.

3.1 Hamming-Distanz

Als einfaches Distanzmass zwischen den beiden Knoten s und ¢ liegt es nahe, die Hamming-
Distanz der entsprechenden Spalten in F' zu berechnen. Die Hamming-Distanz disty (o1, 02)
ist ein Mass fiir die Unterschiedlichkeit zweier Zeichenketten o1 = (x1,29,...,2pn),02 =
(Y1,Y2, o, Yn) mit xg, yp € 3 fiir k € [1,n]. Sie ist definiert als die Kardinalitiit der Menge
aller Elemente zj # yi. Wir betrachten als Beispiel die Zeichenketten o1 = (a,b,¢,d, ¢, f, g)

und o2 = (a, ¢, ¢, d, e, e, e); hier ist distp(o1,02) = 3.

Wir wenden nun dieses Distanzmass auf die Spalten einer first-move Matrix F' an. Die bei-
den Zeichenketten o; und o; fiir jeweils die i-te und j-te Spalte von F' sind Sequenzen von
Kantenmengen, d.h. o; = (z1, 22, ..., Zn), 05 = (Y1,Y2, ..., Yn) Mit x5,y € E, k € [1,n].

Am Beispiel der first-move Matrix F' des Graphen Gpsp: Wir berechnen die Hamming-

Distanz zwischen der zweiten und dritten Spalte. Hier ist

o2 = ({{a,d) },{(b, 0), (b, e)}, {{c, )}, {{d, )}, {(e, d)}) und
03 = <{<a’d>}’ {<bv C>}7 {<C7 b>’ <Cv 6>}7 {<da C>}7 {<6ad>}>
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Die Hamming-Distanz disty, (o2, 03) betrigt 2.

Es ist moglich, dass die Hamming-Distanz als Metrik die effektiven Kosten des Aneinan-
derreihens zweier Spalten iiberschétzt. Dies riithrt daher, dass mit diesem Distanzmass zwei
Spaltenelemente als ungleich angesehen werden, d.h. dass an dieser Stelle das Ende eines
Laufes angenommen wird, auch wenn eine Kante in beiden Spalteneintrigen xy,y; vor-
kommt, ein Lauf also nicht zwangsldufig unterbrochen werden muss.

Die Hamming-Distanz kann die echten Kosten nicht unterschitzen: Dafiir miisste sie fiir ein
Paar xy,y, filschlicherweise annehmen, dass an dieser Stelle ein Lauf unterbrochen wird.
Falls xj # yi, gibt es mindestens eine Kante e in x; bzw. yi, welche in der anderen Men-
ge nicht enthalten ist. Existiert an dieser Stelle bereits ein Lauf der Kante e, wird er also
unterbrochen. Es ist deshalb immer dann moglich, dass ein bestehender Lauf abgebrochen
wird, wenn die Kantenmengen nicht identisch sind. Da die Hamming-Distanz genau diese
Identitét priift, wird sie niemals filschlicherweise annehmen, dass ein Lauf unterbrochen

werden muss, kann sich also auch nicht unterschéitzen.

Fiir den Fall, dass o1 und o2 Tupel von einelementigen Mengen sind, entspricht die Ham-
mingdistanz genau den effektiven Kosten: Wenn xj # yi, muss an dieser Stelle immer ein
neuer Lauf begonnen werden, und wenn x; = y; kann der bestehende Lauf immer fortge-

setzt werden.

Unter Verwendung der Hamming-Distanz als Distanzmass entspricht die Losung des TSPs
also nicht immer der Spaltenordnung, unter welcher die Summe der Kompressionskosten

minimal wird.

3.2 Elementweise Disjunktheit

Der grosse Nachteil der Hamming-Distanz als Metrik war die Tatsache, dass fiir zwei Spal-
tenelemente g, yi filschlicherweise der Beginn eines neuen Laufes angenommen wird. Da es
moglich ist, dass die beiden Kantenmengen eines oder mehrere gleiche Elemente enthalten,
betrachten wir als Metrik die Disjunktheits-Distanz distq(o1, 02), welche dieser Besonder-
heit Rechnung trégt, indem sie nur dann einen Abbruch des Laufes annimmt, wenn kein
Element aus xj in y; enthalten ist.

Dieses Distanzmass arbeitet mit derselben Eingabe wie die Hamming-Distanz, allerdings ist
fiir die Disjunktheits-Distanz der Abstand zwischen zwei Sequenzen o1, 09 gleich der Kar-

dinalitit der Menge aller Elemente xy, yx, fiir die gilt, dass z;, Ny = 0.

Wir betrachten wieder dasselbe Beispiel und berechnen die Disjunktheits-Distanz zwischen

der zweiten und dritten Spalte von F', mit

o2 = ({{a;d)}, {(b, ), (b, e} }, {{e, b) }, {{d],
o3 = ({{a, )}, {(b, )}, {{¢, b) (¢, )}, {{d,

Hier gibt es keine Elemente, deren Schnittmenge gleich der leeren Menge sind, die Disjunktheits-
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Distanz distq(o2, 03) betrigt also 0.

Im Gegensatz zur Hamming-Distanz wird die Disjunktheits-Distanz die wahren Kosten des
Nebeneinandersetzens zweier Spalten stets unterschitzen. Der Grund dafiir ist, dass allein
die Tatsache, dass zwei Elemente xj, y; beide eine bestimmte Kante enthalten, nicht garan-
tiert, dass diese Kante auch fiir die Kompression ausgew#hlt wird: Es ist moglich, dass in der
k-ten Zeile der first-move Matrix ein Lauf von einer Kante e € x;, existiert, aber e ¢ y;. Der
Lauf miisste dann also unterbrochen werden, auch wenn die Mengen x, yx nicht disjunkt
sind.

Genau wie die Hamming-Distanz entspricht die Disjunktheits-Distanz den effektiven Kosten,
wenn o1 und oy Tupel von einelementigen Mengen sind, denn: Zwei einelementige Mengen
Tk, Yk sind genau dann disjunkt, wenn xj # yi, es gilt derselbe Beweis wie fiir die Hamming-

Distanz.

3.3 Gewichtete Disjunktheit

Als letztes Distanzmass betrachten wir eine Variante der Disjunktheits-Distanz, welche de-
ren Mangel zu einem gewissen Grad behebt. Anstatt anzunehmen, dass nur dann ein neuer
Lauf begonnen wird, wenn die Elemente zy,y; vOllig disjunkt sind, verwendet die Metrik
distgq(o1,02) die elementweise Ahnlichkeit der Spalteneintriige. Die gewichtete Disjunktheits-
Distanz betrigt distgq(o1,02) = Y p_y [(@r \ y&) U (yx \ zx)|, also die Summe der Kardi-
nalitdten der symmetrischen Differenzen zwischen xy,yi. Je mehr Kanten also in den Ele-
menten der einen Spalte, aber nicht im korrespondierenden Element der anderen Spalte zu

finden sind, desto grosser wird die gewichtete Disjunktheits-Distanz.

Am laufenden Beispiel: Die Eingabe lautet wieder
o2 = ({{a,d)}, {(b,c), (b, e)}, {(c, ) }, {{d, ) }, {{e,d)}) und
o3 = ({{a,d)}, {(b, )}, {{c, ), (c; )}, {(d, ) }, {{e, d)}),

die gewichtete Disjunktheits-Distanz distyq(o2, 03) betrigt 2.

Die gewichtete Disjunktheits-Distanz wird die wahren Kosten zwar moglicherweise iiber-,
aber nicht unterschitzen. Der Abstand kann beispielsweise stark tiberschitzt werden, wenn
Zr C yg mit |yx| >> |zx|, obwohl an dieser Stelle ein Lauf einer Kante e € x; existieren
konnte.

Um die Distanz zu unterschitzen, miisste fiir zwei Mengen xy € o1,y € o9 die gewichte-
te Disjunktheits-Distanz zwischen den Sequenzen o1, 02 nicht erhéht werden, obwohl dort
zwingend ein Lauf abgebrochen werden muss. Dies ist nicht moglich, da ein Lauf nur dann
sicher abgebrochen wird, wenn x; und y; disjunkt sind, und in diesem Falle wire auch die

symmetrische Differenz zwischen x;, und ¥y, eine nichtleere Menge, distyq wiirde also erhoht.

Dies bedeutet, dass bei der gewichteten Disjunktheits-Distanz nicht mehr dariiber ent-

schieden wird, ob fiir zwei Mengen xy,y, mit Sicherheit ein neuer Lauf begonnen wird
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(Disjunktheits-Distanz), oder ob fiir xy,yx garantiert kein neuer Lauf angefangen werden
muss (Hamming-Distanz). Vielmehr repriisentiert die gewichtete Disjunktheits-Distanz die
Wahrscheinlichkeit, dass an einer Stelle ein Lauf unterbrochen wird: Je mehr Kanten nur
in einer Menge enthalten sind, desto eher erwartet man intuitiv, einen begonnenen Lauf

abbrechen zu miissen.

Mit demselben Argument wie bei der Disjunktheits-Distanz kann man auch fiir die gewich-
tete Disjunktheits-Distanz sagen, dass sie den effektiven Kosten entspricht, wenn o1 und o-

Tupel von einelementigen Mengen sind.



Resultate

Wir analysieren die im letzten Kapitel beschriebenen Distanzmasse auf grid map-basierten
Graphen. Jedes begehbare Feld der grid map ist représentiert durch einen Knoten, wiahrend
fir alle Felder, die auf der Karte benachbart sind, deren korrespondierende Knoten durch

Kanten in beide Richtungen verbunden sind. Alle Kanten haben hier dieselben Kosten.

Alle Berechnungen wurden auf einer Maschine mit einem i5-4670K Prozessor mit 3.4GHZ
und 6MB kombinierten Cache, 8GB Arbeitsspeicher und Ubuntu 16.04 durchgefiihrt. Die
Programme sind mit g+4 5.3.1 kompiliert, alle Berechnungen liefen unter Verwendung eines
einzelnen Prozessorkerns. Zum Losen des TSPs wurde der TSP-Solver Concorde! benutzt.
Die verwendeten Karten stammen aus dem Videospiel Dragon Age: Origins. Alle Karten

sind erhéltlich in Dr. Nathan Sturtevants Sammlung von Benchmark-Problemen?.

Der Algorithmus zur Berechnung der kiirzesten Pfade und Lauflingenkodierung der einzel-
nen first-move Zeilen baut auf dem von Ben Strasser, Adi Botea und Daniel Harabor ent-
wickelten Programm auf, das in deren Paper Compressing Optimal Paths with Run Length

Encoding|2] verwendet wird.

L http://www.math.uwaterloo.ca/tsp/concorde/index.html
2 http://www.movingai.com /benchmarks


http://www.math.uwaterloo.ca/tsp/concorde/index.html
http://www.movingai.com/benchmarks
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4.1 Ergebnisse

Wir konzentrieren uns bei der Auswertung der Distanzmasse priméar auf die Qualitdt der
Kompression, d.h. die Grosse der RLE-komprimierten first-move Matrix. Als Massstab ver-
wenden wir ausserdem die CPD, welche mit dem Algorithmus von Strasser et. al. berech-
net wird. Dieser Algorithmus erreicht zwar keine optimale Kompression, ist aber dusserst
performant[2]. Ferner vergleichen wir, wie effizient die Distanzmasse zu berechnen sind und

wie gross der Speicherverbrauch und die Rechenzeit wird.

4.1.1 Ergebnis fir den101d

Wir betrachten zuerst eine Karte mit moderatem Detailreich-
tum. Der aus dieser Karte resultierende Graph enthélt 1360
Knoten, die first move Matrix hat also 13602 = 1’849/600 Ele-
mente. Um dies in Kontext mit der Grosse der CPD zu brin-
gen: Selbst unter der Annahme, dass die first move Matrix
nur aus einelementigen Eintrigen besteht, und dass jeder Ein-

trag mit 4 bits kodiert werden kann, wire die resultierende,

unkomprimierte first move Matrix immer noch 3.5278 Mega-
bytes gross. Zum Vergleich: Strasser et. al.s Algorithmus erreicht fiir diese Karte immerhin

eine Kompression auf 137.4 kB.

Hamming-Distanz | Disjunktheit | gew. Disjunktheit
Rechenzeit | avg | 350s 41s 152s
min | 6.58806s 7.54519s 22.4139s
DistMasse | avg | 6.95229s 7.64552s 23.4894s
max | 7.17239s 7.74901s 24.0899s
Speicher avg | 25’740 kB 19’645 kB 22’600 kB
CPD avg | 116.6 kB 111.9 kB 115.2 kB

Tabelle 4.1: Daten fiir die Karte den101d. ”Rechenzeit” bezeichnet die gesamte Laufzeit des
Programs. Der grosste Teil der Rechenzeit wird hier jeweils vom TSP-Solver beansprucht.
”DistMasse” enthélt die minimal, durchschnittlich und maximal verbrauchte Zeit zur Be-
rechnung des jeweiligen Distanzmasses. ”Speicher” ist die durchschnittlich beanspruchte
Menge an Arbeitsspeicher, ”CPD” bezeichnet die Grosse der komprimierten Pfaddatenbank.
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4.1.2 Ergebnis fir lak101d

Als zweites Experiment verwenden wir eine deutlich de-
taildarmere Karte. Der Graph enthélt hier nur 318 Knoten.
Analog zum letzten Beispiel wire die unkomprimierte first-
move Matrix 197.5 Kilobytes gross. Strasser et.al. erreichen
fiir diese Karte eine CPD mit Grosse 30.6 Kilobytes.

Hamming-Distanz | Disjunktheit | gew. Disjunktheit
Rechenzeit | avg | 3s 1s 2s
min | 0.070455s 0.066759s 0.249161s
DistMasse | avg | 0.071324s 0.066970s 0.250014s
max | 0.072058s 0.067297s 0.251333s
Speicher avg | 7°969 kB 4’910 kB 7’336 kB
CPD avg | 26.7 kB 27.6 kB 26.6 kB

Tabelle 4.2: Daten fiir die Karte lak101d.

4.1.3 Ergebnis fur lak103d

Zuletzt betrachten wir eine #hnlich detailreiche Karte wie
denl101d, welche aber nur 861 begehbare Felder enthilt. Die
theoretische Grosse der unkomprimierten first-move Matrix
betréigt in dieser Karte 1.413 Megabytes, Strasser et.al. kom-
primieren die CPD fiir diese Karte auf eine Grosse von 65.2
Kilobytes.

Hamming-Distanz | Disjunktheit | gew. Disjunktheit
Rechenzeit | avg | 7s 35s 30s
min | 1.47375s 1.48498s 5.49935s
DistMasse | avg | 1.49710s 1.51262s 5.56296s
max | 1.52164s 1.52682s 5.60192s
Speicher avg | 13’457 kB 16’576 kB 19’809 kB
CPD avg | 58.4 kB 57.8 kB 58.3 kB

Tabelle 4.3: Daten fiir die Karte lak103d.
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4.2 Evaluation der Distanzmasse

Als erstes fillt auf, dass fiir die beiden detailreicheren Karten denl01d und lak101d un-
geachtet des Distanzmasses eine massive Reduktion im Speicherverbrauch erreicht wurde:
Fiir den101d ist eine Kompression auf rund 114 Kilobytes méglich, was gerade mal 3.2%
der theoretischen 3’527 Kilobytes entspricht. Bemerkenswert ist, dass fiir die detailirmere
Karte lak101d die Kompression mit 13.7% deutlich weniger stark ausgefallen ist. Dies lésst
sich dadurch erklidren, dass Strukturen wie der lange ”Korridor” in lak103d oder kleine,
nur durch eine schmale ”Tiir” mit der restlichen Karte verbundene Kammern zu Zeilen in
der first-move Matrix fithren, die nur sehr wenige verschiedene Kanten enthalten: Sei ein
beliebiger Punkt in einer solchem Struktur der Startknoten s. Die iiberwiltigende Mehr-
heit der Zielknoten ¢ liegt ausserhalb der Struktur, die meisten kiirzesten st-Pfade fiithren
also von s aus durch die ”T{ir” und haben mit sehr grosser Wahrscheinlichkeit denselben
first move. Diese Eigenschaft, wenn auch bemerkenswert, ist nicht von der Wahl des Di-
stanzmasses abhéngig, denn alle drei Distanzmasse néhern sich dem optimalen Distanzmass

distopt(01,02), wenn die Kardinalitéten der Elemente von o1, 02 gegen 1 gehen.

Ferner scheint die Wahl des besten Distanzmasses vom Detailreichtum der Karte abhéngig
zu sein. Fiir die erste und letzte Karte ist die Disjunktheits-Distanz klar fithrend, wéhrend
sie fiir die zweite, detailarme Karte merklich schlechter ist als die restlichen Distanzmasse.
Dies macht Sinn, wenn man bedenkt, dass die Disjunktheits-Distanz als einzige die wahren
Kosten stets unterschitzt. Auf detailreichen Karten sind die Elemente der first-move Zeilen
tendenziell dhnlicher und enthalten eine geringere Kantenmenge als auf detailarmen Kar-
ten. Die bessere Performance fiir die Disjunktheits-Distanz kann also zumindest teilweise
dadurch erkliart werden, dass auf detailreichen Karten weniger Raum fiir das Unterschéitzen

der Kosten existiert.

Zwischen der Kompression mithilfe der Hamming-Distanz und der gewichteten Disjunktheits-
Distanz ist kaum ein Unterschied festzustellen, wobei die Hamming-Distanz marginal schlech-
ter abschneidet. Die Hamming-Distanz ist zwar ca. 3- bis 4mal so schnell zu berechnen, ob
diese Zeitersparnis jedoch die Einbusse in der Kompressionsqualitidt rechtfertigt, ist vom
Anwendungsfall abhéangig. Es lasst sich also nach den Experimenten nicht mit Sicherheit
sagen, ob eines der beiden Distanzmasse dem anderen in irgend einer Hinsicht ausser der

Rechenzeit klar iiberlegen ist.

421 Kiritik

Die Rechenzeit des gesamten Programmes weist in allen Beispielen starke Schwankungen
auf. Anhand der Experimente ist es nicht moglich, diese Schwankungen zu begriinden. Es
scheint so, als ob der Solver bestimmte TSP-Instanzen leichter 16st als andere; dies zu er-

griinden, war im Rahmen dieser Arbeit nicht moglich.

Um die Distanzen zwischen den Spalten der first-move Matrix zu berechnen, muss logischer-

weise zuerst die gesamte Matrix aufgestellt werden. Das bedeutet, dass die |V| x |V| grosse
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Matrix so lange im Arbeitsspeicher gehalten werden muss, bis alle Distanzen berechnet sind;

dies ist fiir grosse Karten problematisch.

Der grosste Nachteil der in diesem Paper beschriebenen Kompressionsmethode ist so schwer-
wiegend wie offensichtlich. Wahrend die Berechnung der Distanzmasse zwar eine quadratisch
zur Knotenmenge wachsende Zeit braucht, geht der bei weitem grosste Teil der Rechenzeit
am Losen des TSPs verloren. Aus diesem Grund ist es vollig unrealistisch, Karten mit mehr
als wenigen tausend begehbaren Feldern zu bearbeiten, was den Algorithmus fiir die Praxis
eindeutig unbrauchbar macht. Es ist zwar immer eine merklich bessere Kompression als mit
Strasser et. al.s Algorithmus moglich; die Karten, auf welchen der in diesem Paper beschrie-
bene Algorithmus in absehbarer Zeit terminiert, sind jedoch so klein, dass die Platzersparnis

nicht mehr ins Gewicht fallt.



Schlussfolgerung

In dieser Arbeit wurde erklirt, wie das Problem der Pfadplanung mithilfe einer kompri-
mierten Pfaddatenbank gelost werden kann. Wir haben gesehen, wie eine first-move Matrix
aufgebaut und komprimiert wird, und haben drei Distanzmasse evaluiert, mithilfe derer wir
das Travelling Salesman Problem gelost haben, um eine optimale Permutation der first-move
Matrix zu ermitteln.

Wir haben gesehen, dass die Disjunktheits-Distanz fiir detailarme Karten die ungiinstigste

Metrik ist, fiir detailreiche Karten jedoch die anderen Distanzmasse klar tibertrifft.

5.1 Ausblick

Es bleibt zu ergriinden, ob die Laufzeit des Algorithmus auf ein akzeptables Mass reduziert
werden kann, indem heuristische TSP-Solver verwendet werden. Dies wiirde voraussicht-
lich eine Einbusse in der Kompressionsqualitidt zur Folge haben; die Frage ist dabei, ob es
moglich ist, eine zufriedenstellende Balance zwischen Rechenzeit und Kompressionsqualitét
zu finden.

Da wir gezeigt haben, dass keines der drei Distanzmasse fiir jede Karte zur besten Kom-
pression fiihrt, bleibt die Frage, ob es ein Distanzmass gibt, welches die wahren Distanzen

zwischen den Spalten besser repréisentiert.
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