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Ubungsblatt 4 — Losungen

Aufgabe 4.1 (Priadikatenlogik, 2 + 2 Punkte)

(a)

Zeigen Sie, dass fiir beliebige pradikatenlogische Formeln ¢ und ¢ gilt, dass

(Voo VVzy) = V(e V).
Losung:
Sei 7 eine Interpretation und « eine Variablenbelegung, so dass Z,a = (Vay V Vay). Von
der Semantik der Disjunktion wissen wir, dass Z, « = Vap oder Z, « = Vau.
Fall 1: 7, = Vap
In diesem Fall gilt fiir alle Objekte v aus dem Universum Z, afz := u] = . Aber dann folgt
auch Z, afx := u] = (¢ V x) fiir beliebige Formeln x mit der Semantik der Disjunktion. Mit

X := ¢ erhalten wir Z,a[z := u] E (¢ V 9) fiir alle Objekte u aus dem Universum. Wir
folgern mit der Semantik von V, dass Z, & = Va (¢ V ¢).

Fall 2: Z, o0 =V
Wir kénnen analog zu Fall 1 argumentieren, dass Z, o =V (p V ).

Damit haben wir gezeigt, dass jedes Model von (Vzy V Vzi) auch ein Model von Vz (¢ V 9)
ist und wir folgern, dass (Vay V V) | Va(o V ¢).

Zeigen Sie, dass die folgende Aquivalenz im Allgemeinen nicht gilt.

(Vzp V V) = V(e V1)

Geben Sie ein Gegenbeispiel mit folgender Signatur an:S = ({z},{},{}, {P, Q}), wobei
ar(P) = ar(Q) = 1.

Lésung:

Wir betrachten die Interpretation Z = (U, -Z) with U = {uy,u2}, PT = {u1} and Q = {us}.
Fiir beliebige Variablenbelegungen « gilt, dass Z,a = Va(P(z) V Q(z)) da Z,alz == w1 E
P(z) und Z,afz = us] E Q(x). Allerdings gilt Z, « £ VaP(x) weil Z, afz := us] & P(x)
und — analog — Z,a B VzQ(z) weil Z,a[z := ui] ¥~ Q(z). Daher konnen wir folgern,
dass Z,a & (VeP(z) V VzQ(z)) und haben ein Beispiel gesehen, in dem ein Model von
Vz(P(x) V Q(z)) kein Model von (VzP(x) V VzQ(z)) ist.

Mit ¢ = P(x) and ¢ = Q(x) sehen wir, dass es auch im Allgemeinen nicht der Fall ist, dass
Va(pe V) E (Vap VvV V), also kann die logische Aquivalenz im Allgemeinen nicht stimmen.

Aufgabe 4.2 (Priadikatenlogik, 1 Punkt)

Bringen Sie folgende Formel durch Aquivalenzumformungen in Negationsnormalform, indem Sie
die Negationssymbole mit den DeMorganschen Regeln oder den Aquivalenzen —Vz¢ = dx—¢ und
—3dzp = Vx—p nach innen schieben oder mit der Doppelnegation eliminieren.

p = Va((P(z) v -Q(z,¢)) A Jy(P(r) = Q(y,2)))



Losung:

¢ = Va((P(z) vV =Q(z,¢)) A Jy(P(r) = Qy, x)))
= Jz=((P(2) V =Q(z,¢)) A Jy(P(x) = Qy, x)))
= Jz(=(P(z) V =Q(z,c)) V =Ty (P(x) = Q(y,x)))
= Jz((=P(z) A ~=Q(z,¢)) V =Fy(P(z) = Q(y, 7))
= 32((=P(x) A Q(x,¢)) v Iy (P(z) = Qy, v)))
= 3a((=P(x) A Q(z,¢)) v Vy—(P(z) = Q(y, 7))
= 3u((=P(x) A Q(z,¢)) VVy—(=P(z) V Q(y, x)))
= Jz((=P(z) A Q(x,¢)) VVy(==P(x) A =Q(y, )))
= 32((=P(x) A Q(x,¢)) v Vy(P(z) A =Q(y, x)))

Aufgabe 4.3 (Formale Sprachen und Grammatiken, 1+3+1 Punkte)
Betrachten Sie folgende Sprache iiber {a,b,c}:

(a)

L= {a"v™c*" | n>0,m >0}
Ist € ein Element von L? Begriinden Sie Thre Antwort.
Losung:

Ja, L enthilt das Wort a”b™c?” fiir jedes n € Ny und m € Ny insbesondere fiir n = 0 und
m = 0 das Wort a’b%20 = a%b%c? = ¢.

Geben Sie eine vollstindige Beschreibung einer Grammatik G an, die L erzeugt (also mit
L(G) = L). Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (X, V, P, S), denken Sie daran alle Kom-
ponenten des Tupels zu definieren.
Losung:
G=(%,V,P,S) mit ¥ = {a,b,c}, V={S,A,B,C} und den folgenden Regeln in der Menge
P:
S—e¢ S—>ACC S—B ACC—AACCCC ACC—ABCC B—BB
A—-a B-—b C—c

In welchen Typen (in der Chomsky-Hierarchie) liegt Thre Grammatik? Sie brauchen IThre
Antworten nicht beweisen.

Losung:
Die oben angegebene Grammatik liegt in folgenden Typen der Chomsky-Hierarchie:

e Typ 0, da alle Grammatiken vom Typ 0 sind.

e Typ 1, da in allen Regeln in P (ausser in S — ¢) die linke Seite kiirzer oder gleich lang
wie die rechte Seite ist. Fiir S — ¢ ist zwar die rechte Seite kiirzer (da ¢ Linge 0 hat),
aber da S Startsymbol ist und auf keiner rechten Seite irgendeiner Regel auftritt, ist G
trotzdem in Typ 1.

Die Grammatik ist keine Typ 2 Grammatik, da zum Beispiel in der Regel ACC — ABCC
die linke Seite nicht nur aus einer einzelnen Variable besteht. Da sie nicht vom Typ 2 ist,
kann sie ebenfalls nicht vom Typ 3 sein.



