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Ubungsblatt 3 — Losungen

Aufgabe 3.1 (Widerlegungstheorem; 1.5 Punkte)

Beweisen Sie das Widerlegungstheorem. Zeigen Sie also, dass fiir beliebige Formelmengen WB
und Formeln ¢ folgendes gilt:

WB U {¢} ist unerfiillbar gdw. WB |= —¢.

Losung:

“=7: Wenn WBU{¢} unerfiillbar ist, dann gibt es keine Interpretation Z mit Z = WB and 7 = ¢.
Daher gilt fiir all Z mit Z = WB, dass Z }~ ¢, und wir schliessen, dass WB | —.

“<”: Wenn WB = =, dann gilt fiir alle Z mit Z = WB, dass Z = —¢ und damit, dass Z }~= ¢.
Daher gibt es keine Interpretation Z mit Z = WB U {p}, also ist WB U {¢} unerfiillbar.

Aufgabe 3.2 (Korrektheit des Resolutionkalkiils; 1.5 Punkte)
Beweisen Sie die Korrektheit der Resolutionsregel

CyU{L}, CoU{-L}
C1UCy ’

das heisst zeigen Sie, dass fiir alle Interpretationsn Z mit Z = Ve, iy ¢ wnd Z = Ve o, uqary ¢
gilt, dass I = Vo, 00, £

Losung:

Sei T ein Modell von \/eeclu{L} ¢ und von \/ZGCQU{ﬁL} ¢. Wir machen eine Fallunterscheidung:
Fall 1 (Z = L): In diesem Fall kénnen wir aus Z |= \/ e, (-1 ¢ schliessen, dass T |= V¢, .
Daraus folgt direkt, dass I = V,cq,u0, -

Fall 2 (Z = L): Aus (Z | L) folgt mit T |= Vyeo,uqry &> dass T = Vyee, ¢ und damit auch
IT'EViec,ue, &

Alle Schritte basieren auf der Semantik der Disjunktion. Da die beiden Fille alle moglichen Situa-
tionen abdecken, gilt immer, dass I =\ ,cq, ¢, -

Aufgabe 3.3 (Resolutionskalkiil; 3 Punkte)

Betrachten Sie die Wissensbasis

WB={(A+ -D),(mA— (BVC)),(A—E)A(BVCVF)),(E— (F— (BV())),
(C = G),(G—-0)}.

Verwenden sie den Resolutionskalkiil, um zu zeigen, dass WB = (B A =C).
Lésung:
Um zu zeigen, dass WB |= (B A—C), zeigen wir, dass WB' = WB U {—(B A—C)} unerfiillbar ist.

Da wir Resolution verwenden wollen, miissen wir WB’ zunichst in Klauselform bringen:



Formeln (und Aquivalenzen) | Klauseln
(A + -D) {—A,-D}
=((A—-D)A(-D — A4)) | {A, D}

= ((mAV-D)A(=—DV A))
=((wAVv-D)A(DV A))

(mA— (BV()) {4, B,C}
=(—-—AVv(BV())

=(AvBVv(O)

(A= E)AN(BVCVF)) {-A,E}
=((mAVE)A(BVCVEF)) | {B,C,F}
(E—= (F—= (BVv(®)) {B,C,~E,~F}
=(-EV(-FV(BV())
=(-EV-FVBVC)
(C—=G)=(-CVGQG) {-C, G}
(G — -C)=(-GVv-0) {-C, -G}
—(BA-C)=(-BVC) {-B,C}

Wir miissen die leere Klausel [J also aus folgender Klauselmenge A ableiten:

A= {{_‘A7_'D}v {AaD}v {AvBaC}a {ﬁAaE}a {B,C,F},
{B,C,~E,~F},{-C,G},{-C,-G},{—-B,C}}.

Eine mogliche Ableitung ist:

K, ={-C,G} aus A

Ky, ={-C,-G} aus A

K3 ={-C} aus K; und Ky
K,={A,B,C} aus A

K5 = {A,B} aus K3 und K4
K¢ ={C,-B} aus A

K; ={-B} aus K3 und Kg
Kg = {A} aus K5 und Ky
K9 ={-A,E} aus A

Ko ={E} aus Kg und Ky
Kll :{B,C,_\E,_\F} aus A
KlZZ{B,C,_\F} aus KlO und K11
K3 ={C,~F} aus K7 und K9
Ky ={-F} aus K3 und K3
K15={B,C,F} aus A
KlGZ{C,F} aus K7 und K15
K7 ={C} aus Kq4 und Kig
Kigs=0 ausKs3 und Ky7

Mit dem Widerlegungstheorem koénnen wir folgern, dass WB |= (B A —=C).

Aufgabe 3.4 (Priadikatenlogik; 3 Punkte)
Betrachten Sie die folgende pridikatenlogische Formel ¢ iiber der Signatur ({x,y}, {c}, {f, g}, {P}).

¢ = (=P(c) AVaIy ((f(y) = g(z)) AP(y)))



Geben Sie ein Modell Z = (U,-%) mit U = {uy,uz,us} von ¢ an und beweisen Sie, dass T |= ¢.
Warum ist es nicht notwendig, eine Variablenbelegung « zu spezifieren, um ein Modell von ¢
anzugeben?

Loésung:

Die folgende Interpretation Z = <U, = > ist ein Modell von ¢.

U: {u17u27u3}
CIZ’LL1
£ = gf = {u1 — usz,ug — us, uz — ug}

P* = {uz}
Fiir jedes u € U definieren wir a,, = « — u,y — ug.

Per Definition gilt f(y)T*« = £ (y5 ) = £ (au(y)) = £ (uz) = u3
und g(z)" =g (27*) = g% (au(z)) = g (u) = us
und damit f(y)5o« = g(z)5
Es folgt 7, avy |= (f(y) = g(2))
Per Definition gilt ausserdem y©%« = a,,(y) = uz € P also T, a,, = P(y)
Zusammen mit der Zeile davor folgern wir Z, o, = ((f(y) = g(z)) AP(y))

Fiir jede Variablenbelegung « gilt o[z := u|[y := ug] = a,. Daher folgt fir jedes o und jedes
uwelU

Z,afz = ully == us] = ((fy) = g(z)) A
I,afz =] E 3y ((f(y) = g(z)) AP(y))
I, o = Vady ((f(y) = g(@)) A

Ausserdem gilt ¢©® = ¢Z = u; ¢ PT also Z,a }~ P(c) oder T, = —P(c). Zusammen erhalten
wir

Z,a k= (-P(c) AVzTy ((f(y) = g(z)) A P(y)))-

Da alle Variablen gebunden sind, héngt der Beweis nicht von der Variablenbelegung a ab, und sie
wird nicht benétigt um ein Modell anzugeben.

Aufgabe 3.5 (Pradikatenlogik; 1 Punkt)

Betrachten Sie die Formel ¢ iiber einer Signatur mit den Priidikatsymbolen P (1-stellig), Q (2-
stellig) und R (3-stellig), dem 1-stelligen Funktionssymbol f, dem Konstantensymbol ¢ und den
Variablensymbolen z,y und z.

¢ = (VoIy (P(2) — Q(y,z)) V Iy R(c,z,1(y)))

Markieren Sie die freien Variablenvorkommen in ¢. Geben Sie zusdtzlich die Menge der freien
Variablen von ¢ an (ohne Beweis).

Losung:

¢ = (VaFy (P(2) — Q(y,x)) V -Iy R(c, z,(y))).
frei(p) = {z, 2}



