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Hinweis: In diesem Ubungsblatt sollen Sie das korrekte Formulieren von Beweisen iiben. Ein formal
korrekter Beweis besteht aus einzelnen Schritten, von denen jeder unmittelbar aus den Schritten
davor oder den Vorraussetzungen hervorgeht (zum Beispiel wenn einen Wert durch seine Definition
ersetzt wird). Schreiben Sie bitte die Beweise ausfiihrlich und formal auf. Beispiele dafiir finden
Sie in den Vorlesungsfolien.

Aufgabe 1.1 (2 Punkte)

Beweisen Sie mit einem direkten Beweis, dass fiir beliebige Mengen A, B und C' gilt:

(ANB)NC) = (AN (BNC))

Aufgabe 1.2 (Beweis durch Widerspruch; 2 + 2 Punkte)

Beweisen Sie folgende Aussagen mit einem Beweis durch Widerspruch.
(a) Fiir alle n € Ny gilt: Wenn n? gerade ist, dann ist auch n gerade.
(b) Ein gerichteter Graph G = (V, E) ist gegeben durch eine endliche Menge von Knoten V und
einer Menge von Kanten E C V2.

Ein Pfad der Linge n von Knoten u zu Knoten «’ in G ist ein Tupel (vy,...,v,) so dass
vy = u,v, = ¢/ und fir 1 <i<mn, (v;,v;41) € E.

Zeigen Sie durch Widerspruch: Ist (vy,...,v,) ein kiirzester Pfad von v; zu v, in G, so ist
fir alle 4,5 € No mit 1 <14 < j < n das Tupel (v;,...,v;) ein kiirzester Pfad von v; nach v;
in G.

Aufgabe 1.3 (Strukturelle Induktion; 2 + 2 Punkte)

(a) Wir definieren zuniichst induktiv eine einfache Teilmenge von mathematischen Ausdriicken,
die nur die Zeichen 0%, 1%, ¢ @& ,(“ und ,)* verwenden. Die Menge £ der einfachen
Ausdriicke ist induktiv wie folgt definiert:

e 0 und 1 sind einfache Ausdriicke.
e Wenn z und y einfache Ausdriicke sind, dann ist auch (z - y) ein einfacher Ausdruck.

e Wenn z und y einfache Ausdriicke sind, dann ist auch (z @ y) ein einfacher Ausdruck.

Ausserdem definieren wir eine Funktion f : & — Ny als

e f(0)=0, f(1)=1
o f((z-y)=f(z) fly)
e f((z®y)) = (f(x) + f(y)) mod 2

Beweisen Sie durch strukturelle Induktion, dass fiir jeden einfachen Ausdruck z € £ gilt,
dass

f(z) €{0,1}.

Hinweis: Bitte iibersehen Sie nicht Teilaufgabe (b) auf der néchsten Seite.



(b) Wir definieren fiir die Bindirbdume aus der Vorlesung zwei Funktionen hdhe : B — Ny und
blitter : B — Ny, die jeden Bindrbaum B € B auf seine Hohe hohe(B) bzw. die Anzahl seiner
Bliitter bldtter(B) abbilden:

e hohe(d) =1

e hohe((Br,(O, Br)) = max(hihe(Br), hohe(Br)) + 1
e blitter(d) =1

e blitter((By, (), Br)) = blitter(By) + blitter(Br)

Beweisen Sie durch strukturelle Induktion, dass fiir jeden Bindrbaum B € B gilt, dass

blitter(B) < 2Mohe(B)—1,



