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Wiederholung: Regulare Grammatiken

Definition (Reguldare Grammatik)

Eine reguldare Grammatik ist ein 4-Tupel (X, V, P,S) mit
© X endliches Terminalalphabet,
@ V endliche Menge von Variablen (mit V N'X = (),
Q@ PC(VX(ZUXV))U{(S,e)} endliche Menge von Regeln,
Q fals S —c€ P, gibteskein X €V mit X — 5 € P, und
@ S € V Startvariable.

Regel X — ¢ ist nur erlaubt, wenn X = S und
S in keiner rechten Regelseite vorkommt.
Wie restriktiv ist das?
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Epsilon-Regeln

Satz

Fiir jede Grammatik G mit Regeln P C V x (X UXV U {e}) gibt
es eine reguldre Grammatik G' mit L(G) = L(G’).

Beweis.

Sei G = (X, V,P,S) Grammatik mit PC V x (ZUXV U{e}).
Sei V. ={A € V| A="*¢}. Diese Menge V. besteht genau aus
den Variablen A mit A — ¢ € P.

Sei P’ die Regelmenge, die aus P hervorgeht, indem man alle
Regeln der Form A — ¢ (A # S) entfernt. Zudem fiigt man fiir
jede Regel der Form B — xA mit A€ V,,B € V,x € ¥ eine Regel
B — x zu P’ hinzu.

Reguldre Grammatiken
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Epsilon-Regeln

Satz

Fiir jede Grammatik G mit Regeln P C V x (X UXV U {e}) gibt
es eine reguldre Grammatik G' mit L(G) = L(G’).

Beweis (Fortsetzung).

Damit ist £(G) = L((X, V,P’,S)) und P’ enthilt keine Regel

A—emit A#£S. Ist S — ¢ & P, sind wir fertig.

Sonst sei S’ neue Variable und P” gehe aus P’ hervor, indem man
O Regeln X — aS mit X € V,a € ¥ durch X — a$’ ersetzt,

O fiir jede Regel S — aX mit X € V,a € ¥ die Regel S’ — aX
hinzufiigt, und

© fiir jede Regel S — a mit a € * die Regel S’ — a hinzufiigt.
Dann ist £(G) = L((X, VU {S'},P",S)). O
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Endliche Automaten: Beispiel

0
1 1
o 2
0
0

Beim Lesen der Eingabe 01100 durchlauft der Automat die
Zustinde 20, 71, 20, 20, Z1, 22.
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Endliche Automaten: Terminologie und Notation

DFAs
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Deterministischer endlicher Automat: Definition

Definition (Deterministischer endlicher Automat (DFA))
Ein (deterministischer) endlicher Automat (deterministic finite
automaton, DFA) ist ein 5-Tupel M = (Z, L, 6, zp, E) mit
» Z die endlichen Menge von Zustande,
Y das endliche Eingabealphabet (wobei Z N%¥ = (),
> §:Z X ¥ — Zdie Uberﬂjhrungsfunktion,
zp € Z der Startzustand,
E C Z die Menge der Endzustande.

v

v

v

DFAs

1 i 1
4—‘:30 | 0
0
» Zustande 8(20,0) = z1
Z ={z,z1,22} 0(z0,1) = 29
» Eingabealphabet 0(z1,0) = 2
L= {01} §(z1,1) =2 .
» Uberfiihrungsfunktion ¢ §(22,0) = 2 Alter.natl\./e
.S q ’ Schreibweise
tartzustand zg 5(227 1) =2z von &
» Endzustdnde {z}
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DFA: Erkannte Worter
Definition (erkanntes Wort bei DFAs)
DFA M = (Z,X%,6, zy, E) erkennt das Wort w = a; ... a, genau
dann, wenn eine Folge von Zustinden z(, ..., z,, € Z existiert mit
Q z, =2,
Q (z/_y,a)) =z furalleie{1,...,n} und
Q@ z, cE.
Beispiel
1 v 1 2 Erkennt z.B. Erkennt z.B. nicht
00 €
G)Q/ 0 10010100 1001010
0 01000 010001
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DFA: Akzeptierte Sprache
Definition (akzeptierte Sprache eines DFA)
Sei M ein endlicher Automat. Die von M akzeptierte Sprache ist
definiert durch £L(M) = {w € ¥* | w wird von M erkannt}.
Beispiel
0
1 v 1 . .
Der DFA akzeptiert die Sprache
‘/\6 {w € {0,1}* | w endet mit 00}.
0
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Von DFAs akzeptierte Sprachen sind regular

Satz

Jede durch deterministische endliche Automaten akzeptierte
Sprache ist regular (Typ 3).

Beweis.

Sei M = (Z,%,0,z, E) ein DFA. Wir definieren eine regulare
Grammatik G, so dass L(G) = L(M).

Definiere G = (X, Z, P, z), wobei P fiir jedes d(z, a) = Z’ eine
Regel z — aZz’ enthilt. Zudem enthilt P fiir jedes z € E die Regel
z — ¢ (evtl. Umstrukturierung nétig wie fiir Epsilon-Regeln
beschrieben).
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Von DFAs akzeptierte Sprachen sind regular

Satz

Jede durch deterministische endliche Automaten akzeptierte
Sprache ist regular (Typ 3).

Beweis (Fortsetzung).

Dann gilt fir w = a1a>...a, € X*:

w e L(M)
gdw. es eine Folge von Zustinden z{, z{, . .., z,, gibt mit

zh =129, z, € E und 0(z/_4, a;) = Z fiir alle i € {1, ..., n}
gdw. es eine Folge von Variablen zj, z{, ...,z _; gibt mit

z) ist Startvariable und es gilt z) = a1z{ = a1a2z) =
ce = a1ap...4p-12)_ 1 = 3132...3,.

DFAs

M. Helmert, G. Réger (Univ. Basel) Theorie 19. Méarz 2014 13 / 44
7. Reguldre Sprachen | DFAs
Frage

Gibt es umgekehrt fiir
alle regularen Sprachen einen DFA,
der sie erkennt? Sind also die von
DFAs erkannten Sprachen genau
die reguldren Sprachen?

Ja!
Wir werden das spater auch noch
(indirekt) beweisen.

Foto mit freundlicher Genehmigung von imagerymajestic / FreeDigitalPhotos.net
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gdw. w € L(G) O
Beispiel: Tafel
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Nichtdeterministische Automaten

Wieso heissen DFAs
deterministische Automaten? Was
sind dann nichtdeterministische
Automaten?

Foto mit freundlicher Genehmigung von stockimages / FreeDigitalPhotos.net

NFAs

7. Regulédre Sprachen |

Nichtdeterministische Automaten: Beispiel

0,1

|
— 20 Z1 2
\_/
Unterschiede zu DFAs:

» mehrere Startzustinde moglich

» Uberfiihrungsfunktion § kann fiir ein a € ¥ in
keine oder mehrere Nachfolgezustdnde fiihren.

» Automat erkennt ein Wort, wenn es mindestens eine
akzeptierende Zustandsfolge gibt.

NFAs
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Nichtdeterministischer endlicher Automat: Definition
Definition (nichtdeterministischer endlicher Automat = NFA)
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (nondeterministic
finite automaton, NFA) ist ein 5-Tupel M = (Z,%,0, S, E) mit
» Z die Menge der Zustinde,
» Y das Eingabealphabet (mit ZNT = 0),
» §:Z x ¥ — P(Z) die Uberfiihrungsfunktion
in die Potenzmenge von Z,
» S C Z die Menge der Startzustdnde,
» E C Z die Menge der Endzustande.
DFAs sind Spezialfall von NFAs.
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NFA: Erkannte Worter
Definition (erkanntes Wort bei NFAs)
NFA M = (Z,%,4,S, E) erkennt das Wort w = a; ... a, genau
dann, wenn eine Folge von Zustdnden z(, ..., z, € Z existiert mit
Q@ z €S,
Q z c€o(z_4.a) furalleie{l,...,n} und
Q z,cE.
Beispiel
01 . Erkennt z.B. Erkennt z.B. nicht
0 €
0 ./ N\ o
(% () (=) 10010100 1001010
4 01000 010001
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NFA: Akzeptierte Sprache

Definition (akzeptierte Sprache eines NFA)

Sei M =(Z,%,6,S,E) ein NFA. Die von M akzeptierte Sprache
ist definiert durch L(M) = {w € * | w wird von M erkannt}.

Beispiel

0,1

Der NFA akzeptiert die Sprache
{w € {0,1}* | w = 0 oder
w endet mit 00}.

NFAs
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NFAs nicht machtiger als DFAs

Satz (Rabin, Scott)

Jede von einem NFA akzeptierbare Sprache
ist auch durch einen DFA akzeptierbar.

Beweis.
Zu jedem NFA M = (Z,X%,6,S, E) kann man
einen DFA M’ = (Z',%, ¢, z, E') bauen mit L(M) = L(M").
Hierbei ist M’ wie folgt definiert:
» Z':="P(Z) (die Potenzmenge von Z)
» zp:=S
» E={ZCZ|ZNE#0}
» Firalle Z2e Z:0'(Z2,a) .= | d(z,a)

zeZ

NFAs
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NFAs nicht machtiger als DFAs
Satz (Rabin, Scott)
Jede von einem NFA akzeptierbare Sprache
ist auch durch einen DFA akzeptierbar.
Beweis (Fortsetzung).
Dann gilt fir w = a1a>...a, € ¥*:
w e L(M)
gdw. es eine Folge von Zustanden zy, z1, . . ., z, gibt mit
20 €S, z, € Eund z; € §(zi-1, ;) firalle i € {1,...,n}
gdw. es eine Folge von Teilmengen Zy, Z1,..., 2, gibt mit
2y = Z(IJ, Z, € E’ und 5/(2,'_1, a,-) =Z;fa. ic {1, ceey n}
gdw. w € L(M') O
Beispiel: Tafel
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NFAs kompakter als DFAs

Beispiel

Betrachte fiir k > 1 die Sprache

Ly ={w € {0,1} | |[w| > k und das k-letzte Zeichen von w ist 0}.

Die Sprache Ly kann von einem NFA mit k + 1 Zustanden

akzeptiert werden:

0,1
0,1 0,1 0,1

Es gibt keinen DFA mit weniger als 2 Zustanden, der L,

akzeptiert (ohne Beweis).

NFAs kénnen Sprachen oft viel kompakter reprisentieren als DFAs.
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Regulare Grammatiken nicht machtiger als NFAs

Satz

Fiir jede regulire Grammatik G gibt es einen NFA M
mit L(G) = L(M).

Beweis.
Sei G = (X, V,P,S) eine reguldre Grammatik.
Definiere NFA M = (Z,%,4,S', E) mit
Z=VU{X}, X¢gV
s ={s}
£ {{S,X} falls S e € P
{X} falls S - ¢ P
B e (A a)falls A—aBe P
X e€d(Aa)falls A—aecP
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Regulare Grammatiken nicht machtiger als NFAs

Satz

Fiir jede regulire Grammatik G gibt es einen NFA M

mit L(G) = L(M).

Beweis (Fortsetzung).

Dann gilt fir w = a1a2...ap € Z* mit n > 1:

w e L(G)

gdw. es eine Folge von Variablen Aj, Ay, ..., Ayp—1 gibt mit
a1A1 = a1a2A) = - = 3132 ...ap-1An—1 = 3132 ... an.

gdw. es eine Folge von Variablen Aj, Ay, ..., Ayp—1 gibt mit
A € 5(5,31),/\2 € 5(/41, 32), o, XE 5(A,,_1,a,,).
gdw. w € L(M).

7. Reguldre Sprachen | NFAs

Endliche Automaten und regulare Sprachen

reguldre Grammatik
DFA NFA

Insgesamt folgt damit:

Folgerung
L reguldr <= L wird von einem endlichen Automaten erkannt.

M. Helmert, G. Réger (Univ. Basel) Theorie 19. Marz 2014 27 / 44

Fall w=¢ gilt, da S € E gdw. S e € P. O
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7.4 Regulare Ausdriicke
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Formalismen fiir regulare Sprachen

» DFAs, NFAs und regulire Grammatiken konnen alle genau die
reguldren Sprachen beschreiben.

> Gibt es noch andere Konzepte mit der gleichen Machtigkeit?

» Jal ~~ reguldre Ausdriicke

7. Regulédre Sprachen | Regulare Ausdriicke

Regulare Ausdriicke: Definition

Definition (regularer Ausdruck)

Fiir ein Alphabet X sind reguldre Ausdriicke induktiv definiert:

» () ist ein reguldrer Ausdruck
> ¢ ist ein reguldrer Ausdruck
> Fiir jedes a € ¥ ist a ein reguldrer Ausdruck

» Fiir reguldre Ausdriicke o und f3 sind auch (), («|f5) und
(a*) reguldre Ausdriicke.

Klammerung per Konvention:
> Kleenesche Hiille a* bindet starker als Verkettung af3
» Verkettung bindet starker als Alternative a3
» z.B. ab*c|e|abab* entspricht ((((a(b*))c)|e)|(((ab)a)(b*)))

M. Helmert, G. Réger (Univ. Basel) Theorie 19. Méarz 2014
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Live-Demo
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Regulare Ausdriicke: Beispiele

Einige reguldre Ausdriicke fiir ¥ = {0,1}
» 0%10*

(011)"1(0]1)°

(O)©[1))*

01/10

0(0[1)*0J1(0[1)*1]0[1

v

v

v

v
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Regulare Ausdriicke: Sprache

Definition (Sprache eines reguldren Ausdrucks)
Die Sprache L(7) eines reguldren Ausdrucks + ist induktiv definiert
wie folgt:
» Falls v =0, ist £(7)
> Falls v = ¢, ist L(7)

0.

{e}-

» Falls y=amit ae X, ist L(y) = {a}.

» Falls v = (af), wobei o und 3 regulare Ausdriicke sind,
st £(7) = £(a)L(8).

» Falls v = («|B), wobei o und 3 regulire Ausdriicke sind,
ist L(7) = L(a) U L(S).

» Falls v = (a*) wobei « ein reguldrer Ausdruck ist,
so ist L(7v) = L(«a)*.

Beispiele: Tafel

M. Helmert, G. Réger (Univ. Basel) Theorie 19. Marz 2014
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Endliche Sprachen durch regulare Ausdriicke beschreibbar

Satz
Jede endliche Sprache ist durch einen reguldren Ausdruck
beschreibbar.
Beweis.
Fiir eine endliche Sprache L = {wi, wy, ..., w,} ist
v ={(...((wi|wa)|ws)...w,) offensichtlich ein reguldrer Ausdruck
mit L£(y) = L. O
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Regulare Ausdriicke nicht machtiger als NFAs

Satz

Fiir jede durch einen reguldren Ausdruck beschreibbare Sprache
gibt es einen NFA, der sie akzeptiert.

Beweis.

Sei 7y ein regularer Ausdruck. Wir zeigen die Aussage per Induktion
iiber die Struktur der reguldren Ausdriicke.

Fiir v =0,y = € und v = a sind die NFAs, die £(G) akzeptieren,
offensichtlich.

M. Helmert, G. Réger (Univ. Basel) Theorie 19. Marz 2014 34
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Regulare Ausdriicke nicht machtiger als NFAs

Satz

Fiir jede durch einen reguldren Ausdruck beschreibbare Sprache
gibt es einen NFA, der sie akzeptiert.

Beweis (Fortsetzung).

Hat v die Form v = (af3), seien M, bzw. Mg NFAs, die (nach
Induktionsvoraussetzung) £(«) bzw. L£(3) akzeptieren. Wir
konstruieren NFA M fiir L(), indem wir M,, und Mg ,,in Reihe
schalten®: Die Zustinde von M sind die Zustande von M,, und
Mps. Davon sind die Startzustdnde von M, Startzustidnde. Falls

e € L(a), sind zudem die Startzustinde von Mg Startzustdnde von
M. Die Endzustande von M sind die Endzustande von Mj.

Alle Zustandsiibergange von M, und Mjg sind Uberginge von M.
Zudem enthilt M fiir jeden Ubergang zu einem Endzustand in M,
genauso beschriftete Uberginge zu allen Startzustinden von M.
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Regulare Ausdriicke nicht machtiger als NFAs

Satz

Fiir jede durch einen reguldren Ausdruck beschreibbare Sprache
gibt es einen NFA, der sie akzeptiert.

Beweis (Fortsetzung).

Hat v die Form v = (a|3), seien M, = (Zy, X, 04, Sa, Ea) bzw.
Mg = (Z3,%, 93, Sg, Eg) NFAs, die L(«) bzw. L(3) akzeptieren.
Dann akzeptiert der ,,Vereinigungsautomat”

M = (ZaUZB,Z,da Udﬁ,Sa USﬁ,Ea U Eg)

die Sprache L(7).

M. Helmert, G. Réger (Univ. Basel) Theorie 19. Marz 2014 36
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Regulare Ausdriicke nicht machtiger als NFAs

Satz

Fiir jede durch einen reguldren Ausdruck beschreibbare Sprache
gibt es einen NFA, der sie akzeptiert.

Beweis (Fortsetzung).

Hat v die Form v = (), sei My = (Za, X, 00, Sas Eo) €in NFAs,
der L(«a) akzeptiert.

Falls ¢ & L(«), fiige zu M, einen zusatzlichen Zustand hinzu, der
Start- und Endzustand ist, aber nicht mit den anderen Zustinden
verbunden. M,, erkennt nun L(«) U {}.

M entsteht aus M, indem jedem Zustand, der einen Ubergang in
einen Endzustand hat, ein Ubergang mit dem gleichen Zeichen zu
allen Startzustdnden hinzugefiigt wird.

Dann ist L(M) = L().

O
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DFAs nicht machtiger als reguldre Ausdriicke

Satz

Jede von einem DFA akzeptierte Sprache kann von einem reguliren
Ausdruck beschrieben werden.

Beweis.

Sei M = ({z1,...,2zn},X%,6, 21, E) ein DFA.

Firi,je{l,...,n} und k € {0,1,..., n} definieren wir Sprachen
R,-’fj und zeigen, dass sie durch reguldre Ausdriicke beschreibbar
sind.

R,-’fj = {x € ¥* | die Eingabe x iiberfiihrt den Automaten,

gestartet in Zustand z; in den Zustand z;
so dass keiner der ,, Zwischenzustiande" —
ausser z; und zj — einen Index grosser k hat}
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DFAs nicht machtiger als regulare Ausdriicke

Satz
Jede von einem DFA akzeptierte Sprache kann von einem reguldren
Ausdruck beschrieben werden.

Beweis (Fortsetzung).

Fiir k=0 und i #j gilt Rf; = {a € X | (z;,a) = z}.

Fiir k=0und i = gilt RS, = {e} U{a € X | d(z,a) = z}.
In diesen Fallen ist R,-’:j endlich und kann daher durch einen
reguldren Ausdruck beschrieben werden.

M. Helmert, G. Réger (Univ. Basel) Theorie 19. Marz 2014 39 / 44
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DFAs nicht machtiger als regulare Ausdriicke

Satz

Jede von einem DFA akzeptierte Sprache kann von einem reguldren
Ausdruck beschrieben werden.

Beweis (Fortsetzung).

Beobachtung:
k+1 _ pk K k K
R = Rij U R 1 (R ig1) Rice

Zustand zj1 wird entweder nicht benédtigt, um von z; zu z; zu
gelangen, oder er wird ein oder mehrfach (in Schleifen)
durchlaufen.
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DFAs nicht machtiger als reguldre Ausdriicke

Satz

Jede von einem DFA akzeptierte Sprache kann von einem reguliren
Ausdruck beschrieben werden.

Beweis (Fortsetzung).

Falls af-‘J reguldrer Ausdruck fiir R,-kd- ist, lasst sich obige Formel
: o k1l ok ok k * K
beschreiben mit o™ = (ol 1 (@1 k1) kg )

Die von M akzeptierte Sprache ldsst sich mittels der Sprachen R,."J
beschreiben als L(M) = U, R{;-

Sind iy, ip, ..., Imn die Indizes der Endzustinde, beschreibt daher der
reguldre Ausdruck (af ; [af ,|i...|a7 ;) die Sprache L(M). O
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Reguladre Sprachen

Satz (Kleene)

Die Menge der durch reguldre Ausdriicke beschreibbaren Sprachen
ist genau die Menge der reguldren Sprachen.

Dies folgt direkt aus den vorherigen zwei Satzen.

7. Reguldre Sprachen | Zusammenfassung

7.5 Zusammenfassung
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7. Reguldre Sprachen | Zusammenfassung
Zusammenfassung

> Wir kennen nun vier Formalismen, die alle genau die regularen
Sprachen beschreiben.

» DFAs sind Automaten, bei denen jeder Zustandsiibergang
genau festgelegt ist.

» NFAs erkennen ein Wort, wenn es mindestens eine
akzeptierende Zustandsfolge gibt.

» Reguldre Ausdriicke beschreiben Zusammensetzung der
Wodrter in der Sprache.
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