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Wiederholung/Einstieg

1. Wie wird ein endlicher Automat zu einem Akzeptor?

2. Pumping Lemma: Aussage, Anwendung?

3. Warum ist Linksrekursivität ein Thema?

4. LL(1) Sprachen - was ist das?
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Inhalt der Vorlesung vom 20.3.2013

1. Predictive Parsing (siehe Foliensatz vom 18.3.)

2. Chomsky Normalform (siehe Foliensatz vom 18.3.)

3. Kellerautomat

4. Post-, In- und Prefix-Notation

5. Turing-Maschine (und Busy Beaver)
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Keller-Automat

Ansatz: endlicher Automat, der beliebig viele Symbole
auf einem “Stack” (Stapel) zwischenlagern kann.

Theoreme: (ohne Beweis)
a) Jede kontextfreie Sprache kann von einem
a) nicht-deterministischen Keller-Automat akzeptiert werden.
b) Nicht-deterministische Keller-Automaten akzeptieren
b) gerade die kontextfreien Sprachen.

(Deterministische Keller-Automaten erkennen nur eine Teilmenge
der kontextfreien Sprachen, aber mehr als die regulären Sprachen)
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Def. eines Keller-Automaten (Push Down Automaton)

PDA = 6-Tupel M = (Z,Σ,Γ, δ, z0,#)

Z endl. Zustandsmenge

Σ Eingabealphabet

Γ Keller-Alphabet

δ Z × (Σ ∪ {ǫ}) × Γ →
Menge aller endl. Teilmengen von Z × Γ∗

z0 Startzustand

# Stapel-End-Symbol
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Keller-Automat – graphische Darstellung

(Keller−)
Automat

e i n g a b e

C
A
#

A
A

EingabebandLesekopf

Keller
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Keller-Automat – Abarbeitung

1. δ(z, a, A) → (z′, B1 . . . Bn)

“Push”: aus Zustand z, oberstes Stapelsymbol A und Input a,
gehe in neuen Zustand z′ und lege B1 . . . Bn auf den Stapel

2. δ(z, a, A) → (z′′, {}) “Pop”: aus Zustand z, oberstes Stapelsymbol
A und Input a,
gehe in neuen Zustand z′′ und entferne A vom Stapel

3. δ(z, ǫ, A) → (z′′′, {})
“stille Transition”: aus Zustand z, oberstes Stapelsymbol A,
gehe in neuen Zustand z′′′ ohne einen Input zu konsumieren.
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Keller-Automat als Acceptor

Initialisierung: # auf Stapel, Lesekopf auf ersten Buchstaben

Ein Keller-Automat akzeptiert ein Wort w, wenn
nach der Abarbeitung kein Input mehr vorliegt und
der Stapel leer ist.

(Keller−)
Automat

e i n g a b e

C
A
#

A
A

EingabebandLesekopf

Keller
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Keller-Automat – Beispiel

• Z = {r, q}
• Σ = {a, b}
• Γ = {A,#}
• z0 = q

Beispiel für Wort aabb

Grundmuster: für jedes a

akkumuliere ein A; das erste
b wechselt den Zustand zu
< r > und wir konsumieren
jeweils ein A

(Alle) Regeln:
δ(q, a,#) = {< q,A >}
δ(q, a, A) = {< q,AA >}
δ(q, b,#) = {}
δ(q, b, A) = {< r >}
δ(r, a,#) = {}
δ(r, a, A) = {}
δ(r, b,#) = {}
δ(r, b, A) = {< r >}
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Keller-Automat-Darstellung: “Transducer”

Keller-Automat als DFA/NFA darstellen, wobei ein Zustandswechsel
mit Aktionen (auf dem Stapel) verbunden sind:
“Uebersetzung” von Eingabesymbolen zu Operationen

<b,A> / 

<a,#> / A
<a,A> / AA

<b,A> /

ε

ε

q r

(δ des Kellerautomats des vorherigen Beispiels)
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Infix, Postfix und Prefix-Notation

Arithmetische Ausdrücke in verschiedenen Darstellungen:
Normale (Infix-) Notation 3 mult (4 plus 5)

Prefix Notation (mult 3 (plus 4 5))

– z.B. in LISP, Tcl

Postfix Notation 3 4 5 plus mult

– Stackmaschine – keine Register nötig

– keine Klammern

– aka RPN – “reverse polnish notation”

– Grundlage von PostScript, Forth
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Uebung

Infix: : 123 * 2 + 650 / 5 / (10 - 8)

Prefix:

Postfix:

Frage: Ist das IF-Stmt (Java, C etc) Pre-, In- oder Postfix?
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Postfix-Order erzeugen – Compiler-Arbeit

infix: a + b * c + (d * e + f) * g
postfix: a b c * + d e * f + g * +

* *

b c

+

a d e

+

*

f g

+ • Syntaxbaum des (Infix-)
Ausdrucks erzeugen

• Baum “depth first”
traversieren (siehe
Algo&Daten)

• dabei Operator nach Parsing
(eines Knotens) ausgeben.
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Pre- und Infix-Order erzeugen

prefix: + + a (* b c) * + * d e f g
infix: a + b * c + (d * e + f) * g

* *

b c

+

a d e

+

*

f g

+ • Gleicher Syntaxbaum des
(Infix-) Ausdrucks

• Baum wieder “depth first”
traversieren

• Operator (eines Knotens)
vor linkem Unterbaum bzw
nach linkem Unterbaum
ausgeben.
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Exkurs I: Postfix-Notation funktioniert auch für Code

C: if ( test(a) ) { stmt1; } else { stmt2; }

Umsetzung in Postfixnotation (PostScript)

a % push a

test % call: Funktion wird Resultat auf dem Stack lassen

{ stmt1 } % dies setzt einen Codeblock auf den Stack

{ stmt2 } % dies setzt einen Codeblock auf den Stack

ifelse % erwartet 3 Argumente auf dem Stack, führt einen

% der Codeblocks aus gemäss 3. Wert auf Stack
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Exkurs II: Postfix-Order universell abarbeitbar

infix: a + b * c + (d * e + f) * g
postfix: a b c * + d e * f + g * +

Initialisiere Stack

DO Lese Postfix-Ausdruck Symbol für Symbol

IF nächstes Symbol ein Operand THEN push Operand

IF nächstes Symbol ein Operator THEN

pop von zwei Operanden vom Stack

wende Operator an

push des Resultats

FI

OD

Schlussresultat auf dem Stack
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Alan Turing

• Alan M. Turing, 1912 – 1954, UK

• Mathematiker (Cambridge 1934),
Logiker (Princeton, Diss 1938),
Kryptanalytiker (Cambridge, 2.WK)

• Beiträge:
– universelle Turingmaschine
– “Halteproblem” unlösbar
– Turingtest
– Morphogenesis (chem. Prozesse)
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Definition Turing-Maschine (informell)

• Unendliches Speicherband, beweglicher Lesekopf

• Endliche Kontrolleinheit:
– interner Zustand
– Transitionsfunktion

Lesekopf

Kontroll−
einheit
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Definition Turing-Maschine (formal)

TM = 7-Tupel (Z,Σ,Γ, δ, z0,�, E)

Z Zustände
Σ Eingabealphabet
Γ Arbeitsalphabet (Σ ist Teilmenge)
δ : Z × Γ → Z × Γ × {L,R,N}
z0 Startzustand
� Blank-Zeichen
E Menge von Endzuständen (Teilmenge von Z)
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TM – Terminologie (Konfiguration etc)

• Darstellung der “Ränder” des bisher benutzen Bandes:
� . . . Bandinhalt . . . �

• Schreibweise für “Konfiguration”: αzβ

– TM im Zustand z, Lesekopf steht auf erstem Symbol von β

• Startkonfiguration: z0w (→ αzendβ)

– TM im Zustand z0, Lesekopf auf erstem Symbol von w

• “Zahlen”: z.B. Unärdarstellung: �#xxx . . . xx#�
– Anzahl x-Symbole hält die Zahl fest
– Zahl wird durch # begrenzt
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TM – Unäre Addition

z0#xx . . . (nmal) . . . xx#x . . . (mmal) . . . x#

→
#xxx . . . (n+mmal) . . . xxx#z6

delta(z0,#) -> (z1,#,R) delta(z2,x) -> (z2,x,R)

delta(z1,#) -> (z2,x,R) delta(z2,#) -> (z3,#,L)

delta(z1,x) -> (z1,x,R) delta(z3,x) -> (z4,#,R)

delta(z4,#) -> (z5,[],L)

delta(z5,#) -> (z6,#,R)

Problemvarianten testen (erste, zweite, oder beide Zahlen sind 0)

c© Helmert und Tschudin, Departement Mathematik und Informatik, Uni Basel CS206 - Theorie der Informatik, 2013-03-20, 21/25

TM – unäre Addition in Transducer-Darstellung

z2 z3

z4z5z6

x / x,R x / x,R

# / #,R # / [], L

x / #,R

# / #,L
# / #,R

# / x,R
z0 z1
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TM – Einschub: Busy Beaver

Selbst “einfachste Maschinen” zeigen komplexes Verhalten !

• Busy Beaver = Turingmaschine mit kleiner Anzahl n Zustände
und: nur ein Symbol sowie dem Leerzeichen, 1 Endzustand,
Start mit dem leeren Band.

• Frage 1: Für gegebenes n, wieviele “1”er sind maximal auf dem
Band erzeugbar? (Funktion Σ(n))

• Frage 2: Wieviele Schritte können BB-Maschinen mit n
Zuständen maximal machen? (Funktion S(n))

Siehe auch Handout (Jeffrey Shallit, UofWaterloo, 1998)
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Busy Beaver (Fortsetzung)

Stand März 2013 http://www.drb.insel.de/~heiner/BB/

n Sigma(n) S(n) Source

1 1 1 Lin and Rado

2 4 6 Lin and Rado

3 6 21 Lin and Rado

4 13 107 Brady

5 ≥ 4098 ≥ 47, 176, 870 Marxen and Buntrock

6 > 4.640 ∗ 101439 > 2.584 ∗ 102879 T.J. & S. Ligocki (2009)

6 > 3.514 ∗ 1018276 > 7.412 ∗ 1036534 Pavel Kropitz (2010)
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TM – Bezug zu “Sprache”

• Als Wort dient die Konfiguration

• Sprache T zur Maschine M :
T (M) = {a1 . . . an ∈ Σ∗ | z0a1 . . . an ⇒∗ αze β}

wobei α, β ∈ Σ∗, ze ∈ E

• Wortproblem
ausgehend von allen möglichen Startkonfigurationen
(Eingabewerte):
Bei welchen hält die Maschine an?
Oder auch: Wort von M akzeptiert ⇔ M hält an
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