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@ Sprache L ist regular
<> es gibt einen endlichen Automaten, der L akzeptiert
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@ Sprache L ist regular
<> es gibt einen endlichen Automaten, der L akzeptiert

@ Welche Information kann ein endlicher Automat liber das
bereits gelesene Teilwort , speichern*?
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@ Sprache L ist regular
<> es gibt einen endlichen Automaten, der L akzeptiert

@ Welche Information kann ein endlicher Automat liber das
bereits gelesene Teilwort , speichern*?

o Fir L={ajay...apap...a2a1 | n>0,a; € {0,1}} wire
unendlicher Speicher notwendig.

@ Daher: Erweiterung von Automatenmodell um Speicher
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Keller

Ein Keller (oder Stapel, engl. Stack) ist eine Datenstruktur nach
dem Last-In-First-Out-Prinzip (LIFO) mit folgenden Operationen:

@ push: Legt ein Objekt oben auf [ [
den Stapel PLm Pop

@ pop: Nimmt das oberste Objekt [
vom Stapel

@ peek: Liefert das oberste Objekt

zuriick ohne es zu entfernen

i
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Kellerautomat: anschaulich

Eingabeband
[Elifnlglalble]

-
Lesekopf |

Kellerzugriff

Kell
ellerautomat Keller

R CIEE ﬁ



Kellerautomaten
0000®00000000000

Kellerautomat: Definition

Definition (Kellerautomat = PDA)

Ein Kellerautomat (push-down automaton, PDA)
ist ein 6-Tupel M = (Z,X,T, 6, zo, #) mit

@ Z endliche Menge der Zustande,

@ 2 das Eingabealphabet,

o [ das Kelleralphabet,

0 6:Zx(XU{e}) xT — Pe(Z x I'*) die Uberfiihrungsfunktion
(mit Pe Menge aller endlichen Teilmengen)

@ zy € Z der Startzustand

@ # € [ das unterste Kellerzeichen
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Kellerautomat: Ubergangsfunktion

Sei M = (Z,%,T,0,z,#) Kellerautomat.

Was bedeutet Ubergangsfunktion § intuitiv?
o (Z/.By...Bx) € d(z,a,A): Wenn M im Zustand z das
Zeichen a liest und A das oberste Kellerzeichen ist,
dann kann M im nichsten Schritt in Z’ iibergehen und A
durch B; ... By ersetzen (danach B; oberstes Kellerzeichen)

O a,A—>Bl...Bk O
z z

o Spezialfall a = € zugelassen (spontaner Ubergang)
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Kellerautomat: Beispiel

0,0 — 00 |

0,1—-01

0,# — 04 0,0—¢ 0,0—e¢
z Z 1,1 ¢

1,0 —10 1,1—>¢ 6’#_)6

1,111 '

1,# — 1#

M= ({z,2'},{0,1},{0,1,#},4, z, #) mit

5(z,0,0) = {(z,00),(z',¢)} 6(z,1,0) ={(z10)} §(z,6,0) =10

0(z,0,1) = {(z,01)} §(z,1,1) = {(z,11),(Z,e)} d(z,&,1) =10
(2,0, #) = {(2,0#)} 8(z, 1, #) = {(z,14)} o(z,e,#)=10
5(2',0,0) = {(Z,¢)} 5(2',1,0) =10 5(z',e,0) =10
5(2',0,1) =10 5(2',1,1) = {(Z,¢)} 5(z',e,1) =0
(2.0 4) = (.0} L #) =0 (2o, #) =

{(ze)}
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Kellerautomat: Konfiguration

Definition (Konfiguration eines Kellerautomaten)

Eine Konfiguration eines Kellerautomaten M = (Z,%,T, 0, zo, #)
ist gegeben durch ein Tripel k € Z x ¥* x '*.

N

Beispiel

[e[iln]gafb]e]

J L Konfiguration
(@3 (z, be, BAC#).

HOEE

A
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Kellerautomat: Ubergang

Definition (Ubergang eines Kellerautomaten)

Wir schreiben k ), k/, falls ein Kellerautomat
M= (Z,%,T,9,z,#) von Konfiguration k in Konfiguration k'
iibergehen kann. Es sind genau folgende Ubergdnge moglich:
(z,al...amAl...Am) l_M
(z’,ag...a,,,Bl...BkA2...Am)
falls (Z/, B;... Bk) S 5(2, ai, Al)

(ZI, diar...an, Bl 600 BkA2 000 Am)
falls (z/,B1 ... Bk) € 6(z,¢, A1)

Falls M aus dem Kontext klar ist, schreiben wir nur k - k'.
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Kellerautomat: Erreichbarkeit von Konfigurationen

Definition (Erreichbare Konfiguration)

Konfiguration k' ist in PDA M von Konfiguration k aus erreichbar
(k =3, k'), falls k = k" oder es gibt Konfigurationen ko, ..., kn
(n>1), so dass

o k():k,
o kit kipq fir i €{0,...,n—1}, und
o k,=Kk.
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Kellerautomat: Erkanntes Wort

Definition (erkanntes Wort bei Kellerautomaten)

PDA M = (Z,%,T,6, zy,#) erkennt das Wort w = ag . .. a, genau
dann, wenn M von der Startkonfiguration (zp, w, #) durch
endliches Anwenden von § in eine Konfiguration (z,¢,¢) libergehen
kann (Wort verarbeitet und Keller leer):

M erkennt w gdw. (zo, w, #) k3, (z,¢,¢) fiirein z € Z.
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Kellerautomat: Beispiel fiir erkanntes Wort

0,0 — 00 |

0,1 01

0,# — 0# 0,0 - ¢ 0.0 e
’ z z' 1,1—)6
1.0 10 I1o: D
1,111 :
1,# — 14

Der PDA erkennt zum Beispiel das Wort 11011011.
(Begriindung an Tafel)
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Kellerautomat: Akzeptierte Sprache

Definition (akzeptierte Sprache eines PDAs)

Sei M ein Kellerautomat mit Eingabealphabet ¥. Die von M
akzeptierte Sprache ist definiert durch

L(M) = {w € £* | w wird von M erkannt}.

Beispiel: Tafel
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Fragen
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Eine Sprache L ist genau dann kontextfrei,
wenn L von einem Kellerautomaten akzeptiert wird.




Kellerautomaten
00000000000000e0

PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis.
=:Sei G = (X, V,P,S) eine kontextfreie Grammatik fiir L.
Der Kellerautomat M = ({z},X, VUYL, 4, z,S) mit folgendem ¢
akzeptiert L.
o Fiir jede Regel A— w € P mit w € (VUX)" ist
(z,w) € 6(z,¢,A).
e Firae X ist (z,e) € (z, a, a).
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis.

=:Sei G = (X, V,P,S) eine kontextfreie Grammatik fiir L.

Der Kellerautomat M = ({z}, X, VU, 0,z,S) mit folgendem ¢
akzeptiert L.

o Fiir jede Regel A— w € P mit w € (VUX)" ist
(z,w) € 6(z,¢,A).
e Firae X ist (z,e) € (z, a, a).

Denn:
x € L(G)
gdw. es gibt eine Ableitung in G der Form S = .- - = x
gdw. es gibt eine Folge von Konfigurationen von M mit
(z,x,S)F---F (z,¢,¢)
gdw. x € E(M)
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis (Fortsetzung).

«<: Sei M =(Z,%,T,6,z,#) PDA mit L(M) = L.
Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass fiir jede d-Uberfiihrung
(z/,B1...Bk) € 6(z,a,A) gilt, dass k < 2.

Sonst fiihren wir fiir jede Regel (Z/, By ... Bi) € 6(z, a, A) mit
k > 2 neue Zustande zj, ..., zc_» ein und ersetzen die Regel

durch
6(z,a,A) > (z1, Bk—1Bk)

d(z1,¢, Bk—1) = {(22, Bk—2Bk-1)}

8(zk-3,¢, B3) = {(zk—2, B2B3)}
0(zk—2,¢, B2) = {(Z, B1B2)}
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis (Fortsetzung).

Konstruiere Grammatik G = (V, X, P, S), die Rechenschritte von
M durch Linksableitungsschritte simuliert:

V={StuzZxlxZ
P={S—(z,#,2z)|z€ Z}U
{(z,A,Z') = a| (Z,e) € 6(z,a,A)} U
{(z,A,Z') = a(z1,B,Z') | (z1,B) € §(z,a,A),z € Z} U
{(z,A, 7)) = a(z1, B, 2)(22, C,Z") | (z1, BC) € §(z, a, A),
Z ez}
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis (Fortsetzung).

Wir werden zunichst allgemein fiir x € ¥* zeigen, dass

(z,A,Z') =% x genau dann wenn (z,x,A) i, (Z/,¢,¢) J
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis (Fortsetzung).

Wir werden zunichst allgemein fiir x € ¥* zeigen, dass

(z,A,Z') =% x genau dann wenn (z,x,A) i, (Z/,¢,¢) J

Fiir einen einzelnen Ableitungsschritt und x = a € ¥ U {e} gilt:

(z,AZ) =c agdw. (z,A,Z)) > a€P
gdw. (Z/,¢) € 6(z,a, A)
gdw. (z,a,A) by (Z,¢,¢)
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis (Fortsetzung).

Wir zeigen per Induktion iiber die Anzahl n der Uberginge von M,
dass allgemein (z, A, Z') =% x aus (z,x, A) -}, (2, €, €) folgt.
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis (Fortsetzung).

Wir zeigen per Induktion iiber die Anzahl n der Uberginge von M,
dass allgemein (z, A, Z') =% x aus (z,x, A) -}, (2, €, €) folgt.

Fiir n = 1 (einzelner Ubergang) ist das bereits gezeigt.
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis (Fortsetzung).

Wir zeigen per Induktion iiber die Anzahl n der Uberginge von M,
dass allgemein (z, A, Z') =% x aus (z,x, A) -}, (2, €, €) folgt.

Fiir n = 1 (einzelner Ubergang) ist das bereits gezeigt.

Falls n > 1, hat x Form x = ay mit a € X U {¢}.
Es gibt daher Zustand z; und Kellerinhalt «, so dass
(z,ay,A) b (z1.y. @) b1, (2/,2,2). Unterscheide drei Fille fiir a:
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis (Fortsetzung).

Wir zeigen per Induktion iiber die Anzahl n der Uberginge von M,
dass allgemein (z, A, Z') =% x aus (z,x, A) -}, (2, €, €) folgt.

Fiir n = 1 (einzelner Ubergang) ist das bereits gezeigt.
Falls n > 1, hat x Form x = ay mit a € X U {¢}.

Es gibt daher Zustand z; und Kellerinhalt «, so dass
(z,ay,A) b (z1.y. @) b1, (2/,2,2). Unterscheide drei Fille fiir a:

e Fall & = = nicht méglich, da (z1,y, ) keine
Folgekonfiguration besitzt.
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis (Fortsetzung).

Wir zeigen per Induktion iiber die Anzahl n der Uberginge von M,
dass allgemein (z, A, Z') =% x aus (z,x, A) -}, (2, €, €) folgt.

Fiir n = 1 (einzelner Ubergang) ist das bereits gezeigt.

Falls n > 1, hat x Form x = ay mit a € X U {¢}.
Es gibt daher Zustand z; und Kellerinhalt «, so dass
(z,ay,A) b (z1.y. @) b1, (2/,2,2). Unterscheide drei Fille fiir a:
e Fall & = = nicht méglich, da (z1,y, ) keine
Folgekonfiguration besitzt.
e Fall @ = B: Dann gilt nach IV (z1, B,Z') =% y. Wegen Regel
(z,A,Z') = a(z1, B, Z’) gibt es die Gesamtableitung
(z,A, 7)) = a(z1,B,2') =¢ ay = x.
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis (Fortsetzung).

o Fall « = BC: (z1,y,BC) F}, (2, ¢,¢) kann zerlegt werden in
(z1,y, BC Fiy (22,2, C) und (22, y2, C) Fy (2/,€,¢€), so dass
y» Suffix von y ist, d.h. y = yy1y». Fiir y; gilt zudem, dass
(21,1, B) Fiy (22,6, €).
Nach IV gilt daher (z1, B, ) =% y1 und (22, C,2') =% yo.
Wegen des Ubergangs (z, ay, A) by (z1,y, BC) muss es in P
eine Regel der Form (z, A, z') — a(z1, B, z2)(z2, C, Z’) geben.

Wir erhalten zusammen die Ableitung
(z,A,7) =¢ a(z1, B, n)(2, C,2') =% ay1y» = x.
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis (Fortsetzung).

Bleibt zu zeigen, dass aus der Ableitbarkeit (z, A, z') = x die
Ubergangsmaglichkeit (z,x, A) 3, (Z/, €, €) folgt. Wir zeigen dies
per Induktion iiber die Lange k der Linksableitung von x.
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis (Fortsetzung).

Bleibt zu zeigen, dass aus der Ableitbarkeit (z, A, z') = x die
Ubergangsmaglichkeit (z,x, A) 3, (Z/, €, €) folgt. Wir zeigen dies
per Induktion iiber die Lange k der Linksableitung von x.

Fiir k = 1 (ein Ableitungsschritt) ist dies bereits erledigt.
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis (Fortsetzung).

Bleibt zu zeigen, dass aus der Ableitbarkeit (z, A, z') = x die
Ubergangsmaglichkeit (z,x, A) 3, (Z/, €, €) folgt. Wir zeigen dies
per Induktion iiber die Lange k der Linksableitung von x.

Fiir k = 1 (ein Ableitungsschritt) ist dies bereits erledigt.
Fiir kK > 1 unterscheide drei Falle:

o Fall (z,A,7') =¢ a=7 x: Dann ist x = a, was bei k > 1
nicht moglich ist.
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis (Fortsetzung).

Bleibt zu zeigen, dass aus der Ableitbarkeit (z, A, z') = x die
Ubergangsmaglichkeit (z,x, A) 3, (Z/, €, €) folgt. Wir zeigen dies
per Induktion iiber die Lange k der Linksableitung von x.
Fiir k = 1 (ein Ableitungsschritt) ist dies bereits erledigt.
Fiir kK > 1 unterscheide drei Falle:
o Fall (z,A,7') =¢ a=7 x: Dann ist x = a, was bei k > 1
nicht moglich ist.
e Fall (z,A,7') =¢ a(z1, B,Z') =% ay = x: Dann ist
(21, B) € 6(z,a,A) und nach IV gilt (z1,y, B) F}, (Z,¢,¢).
Insgesamt folgt (z, ay, A) Fm (z1,y, B) iy (2, ¢, ).
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis (Fortsetzung).

e Fall (z,A,7') =¢ a(z1, B, z)(z, C,2') =% ay = x: Dann ist
(21, BC) € §(z,a, A) und nach IV gilt (z1, y1, B) F3 (22,¢,¢)
und (22, y2, C) 3, (Z/,€,€), wobei y = y1y». Insgesamt folgt
(2,212, A) Fm (21, y12, BC) By (22,2, C) iy (26, ).
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis (Fortsetzung).

Insgesamt haben wir fiir einen gegebenen PDA M eine kontextfreie
Grammatik G angegeben, so dass fiir alle Worter x gilt

(z,A,Z') =% x genau dann wenn (z,x,A) i, (Z,¢€,¢€) J
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PDAs akzeptieren genau kontextfreie Sprachen

Beweis (Fortsetzung).

Insgesamt haben wir fiir einen gegebenen PDA M eine kontextfreie
Grammatik G angegeben, so dass fiir alle Worter x gilt

(z,A,Z') =% x genau dann wenn (z,x,A) i, (Z,¢€,¢€) J

Damit gilt

x € L(M) gdw. (z0,x,#) Fy (z,¢€,¢) fireinze Z
gdw. S =¢ (20, #,2) =¢ x fireinze Z
gdw. x € L(G).

Die Grammatik erzeugt also die vom PDA akzeptierte Sprache. [
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Fragen
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Zusammenfassung

o Kellerautomaten (PDAs) erweitern NFAs um Speicher.

@ PDAs akzeptieren nicht mit Endzustdnden, sondern mit
leerem Keller.

@ Die von PDAs akzeptierten Sprachen sind genau die
kontextfreien Sprachen.
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\Weitere Themen zu kontextfreien Sprachen und PDAs

e Mit dem CYK-Algorithmus (nach Cocke, Younger und
Kasami) kann man fiir eine Grammatik G in CNF und ein
Wort w in Zeit O(|w|3) entscheiden, ob w € £(G).
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\Weitere Themen zu kontextfreien Sprachen und PDAs

e Mit dem CYK-Algorithmus (nach Cocke, Younger und
Kasami) kann man fiir eine Grammatik G in CNF und ein
Wort w in Zeit O(|w|3) entscheiden, ob w € £(G).

@ In der Greibach-Normalform fiir kontextfreie Sprachen haben
alle Regeln die Form A — aB1B, ... Bx (k > 0) oder S — ¢
mit Startsymbol S.
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\Weitere Themen zu kontextfreien Sprachen und PDAs

e Mit dem CYK-Algorithmus (nach Cocke, Younger und
Kasami) kann man fiir eine Grammatik G in CNF und ein
Wort w in Zeit O(|w|3) entscheiden, ob w € £(G).

@ In der Greibach-Normalform fiir kontextfreie Sprachen haben
alle Regeln die Form A — aB1B, ... Bx (k > 0) oder S — ¢
mit Startsymbol S.

@ Deterministische Kellerautomaten haben die Einschréankung,
dass firze Z,ae X, Al gilt |0(z,a,A)| + |0(z,¢,A)| < 1.
Zudem akzeptieren sie nicht mit leerem Keller, sondern mit
Endzustdnden.



Zusammenfassung
ooe

\Weitere Themen zu kontextfreien Sprachen und PDAs

e Mit dem CYK-Algorithmus (nach Cocke, Younger und
Kasami) kann man fiir eine Grammatik G in CNF und ein
Wort w in Zeit O(|w|3) entscheiden, ob w € £(G).

@ In der Greibach-Normalform fiir kontextfreie Sprachen haben
alle Regeln die Form A — aB1B, ... Bx (k > 0) oder S — ¢
mit Startsymbol S.

@ Deterministische Kellerautomaten haben die Einschréankung,
dass firze Z,ae X, Al gilt |0(z,a,A)| + |0(z,¢,A)| < 1.
Zudem akzeptieren sie nicht mit leerem Keller, sondern mit
Endzustdnden.

@ Die Klasse der von deterministischen PDAs akzeptierten
Sprachen heisst deterministisch kontextfreie Sprachen. Sie ist
echte Obermenge der reguldren Sprachen und echte
Teilmenge der kontextfreien Sprachen.
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