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Beweis

Beweis

Ein Beweis leitet die Korrektheit einer mathematischen Aussage aus
einer Menge von Axiomen und bereits bewiesenen Aussagen her.
Er besteht aus einer Reihe von Beweisschritten, von denen jeder
unmittelbar aus den gegebenen Voraussetzungen und den
bisherigen Schritten einsehbar ist.




Beweis

Beweis

Ein Beweis leitet die Korrektheit einer mathematischen Aussage aus
einer Menge von Axiomen und bereits bewiesenen Aussagen her.
Er besteht aus einer Reihe von Beweisschritten, von denen jeder
unmittelbar aus den gegebenen Voraussetzungen und den
bisherigen Schritten einsehbar ist.

Beweistechniken
@ Direkter Beweis
@ Indirekter Beweis, Beweis durch Widerspruch
o Vollstindige Induktion



Direkter Beweis



Direkter Beweis
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Direkter Beweis

Direkter Beweis
Direkte Ableitung der Aussage durch Folgern oder Umformen.
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Direkter Beweis: Beispiel

Fiir beliebige Mengen A, B, C gilt AN (BUC) = (ANB)U (AN C).
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Direkter Beweis
fe]e] Yol

Direkter Beweis: Beispiel

Fiir beliebige Mengen A, B, C gilt AN (BUC) = (ANB)U (AN C).

Beweis.

Wir zeigen zunichst, dass x € AN (B U C) impliziert, dass
x € (AN B)U (AN C) (Hinrichtung, =):

Sei x e AN(BUC). Dann gilt x € Aund x € BU C.
Falls x € B, so gilt mit x € A, dass x € AN B.
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Direkter Beweis: Beispiel

Fiir beliebige Mengen A, B, C gilt AN (BUC) = (ANB)U (AN C).

Beweis.

Wir zeigen zunichst, dass x € AN (B U C) impliziert, dass
x € (AN B)U (AN C) (Hinrichtung, =):

Sei x e AN(BUC). Dann gilt x € Aund x € BU C.
Falls x € B, so gilt mit x € A, dass x € AN B.

Sonst gilt wegen x € BU C, dass x € C und daher mit x € A,
dass x e AN C.
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Direkter Beweis: Beispiel

Fiir beliebige Mengen A, B, C gilt AN (BUC) = (ANB)U (AN C).

Beweis.

Wir zeigen zunichst, dass x € AN (B U C) impliziert, dass

x € (AN B)U (AN C) (Hinrichtung, =):

Sei x e AN(BUC). Dann gilt x € Aund x € BU C.

Falls x € B, so gilt mit x € A, dass x € AN B.

Sonst gilt wegen x € BU C, dass x € C und daher mit x € A,
dass x e AN C.

In jedem Fall gilt x € AN B oder x € AN C und wir schliessen,
dass x € (ANB)U (AN C).
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Direkter Beweis: Beispiel

Fiir beliebige Mengen A, B, C gilt AN (BUC) = (ANB)U (AN C).

Beweis (Fortsetzung).

Fiir die Riickrichtung (<) zeigen wir, dass aus
x € (ANB)U(ANC) folgt, dass x € AN (B U C).

Sei x € (ANB)U (AN C).
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Direkter Beweis: Beispiel

Fiir beliebige Mengen A, B, C gilt AN (BUC) = (ANB)U (AN C).

Beweis (Fortsetzung).

Fiir die Riickrichtung (<) zeigen wir, dass aus

x € (ANB)U(ANC) folgt, dass x € AN (B U C).

Seix € (ANB)U(AN Q).

Falls x € AN B, gilt x € A und x € B. Aus letzterem folgt, dass
x € BU C und damit insgesamt, dass x € AN (BU C).
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Direkter Beweis: Beispiel

Fiir beliebige Mengen A, B, C gilt AN (BUC) = (ANB)U (AN C).

Beweis (Fortsetzung).

Fiir die Riickrichtung (<) zeigen wir, dass aus
x € (ANB)U(ANC) folgt, dass x € AN (B U C).

Seix e (ANB)U(ANC).
Falls x € AN B, gilt x € A und x € B. Aus letzterem folgt, dass
x € BU C und damit insgesamt, dass x € AN (BU C).

Falls x ¢ AN B, gilt wegen x € (ANB)U(ANC), dass x € AN C.
Dann gilt (analog zu vorher) x € A und x € BU C und somit
xeAn(BU Q).
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Direkter Beweis: Beispiel

Fiir beliebige Mengen A, B, C gilt AN (BUC) = (ANB)U (AN C).

Beweis (Fortsetzung).

Fiir die Riickrichtung (<) zeigen wir, dass aus
x € (ANB)U(ANC) folgt, dass x € AN (B U C).

Seix e (ANB)U(ANC).
Falls x € AN B, gilt x € A und x € B. Aus letzterem folgt, dass
x € BU C und damit insgesamt, dass x € AN (BU C).

Falls x ¢ AN B, gilt wegen x € (ANB)U(ANC), dass x € AN C.
Dann gilt (analog zu vorher) x € A und x € BU C und somit
xeAn(BU Q).

In jedem Fall impliziert x € (AN B)U (AN C), dass
xeAn(BUCQ).
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Direkter Beweis: Beispiel

Fiir beliebige Mengen A, B, C gilt AN (BUC) = (ANB)U (AN C).

Beweis (Fortsetzung).

Wir haben gezeigt, dass jedes Element von AN (B U C) auch
Element von (AN B) U (AN C) ist und umgekehrt. Damit sind die
Mengen gleich. Ol




Direkter Beweis
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Direkter Beweis: Beispiel

Fiir beliebige Mengen A, B, C gilt AN (BUC) = (ANB)U (AN C).

Beweis.

Alternativ:

AN(BUC)={x|x€Aund x € BUC}
={x|x€Aund (x € B oder x € C)}
={x|(x€Aund x € B) oder (x ¢ Aund x € C)}
={x|x€ANBoder x € AN C}
=(ANB)U(ANC)
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Fragen

Fragen?
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Indirekter Beweis

Indirekter Beweis
@ Annahme: Gegenteil der Behauptung ist wahr

@ Herleitung eines Widerspruchs aus Annahme, Axiomen und
bewiesenen Aussagen durch Folgern oder Umformen

@ Da Annahme falsch ist, ist urspriingliche Aussage korrekt.
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Indirekter Beweis: Beispiel

Eine Primzahl ist eine Zahl p € N, die genau zwei natiirliche
Zahlen als Teiler hat.

Es gibt unendlich viele Primzahlen. l
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Indirekter Beweis: Beispiel

Eine Primzahl ist eine Zahl p € N, die genau zwei natiirliche
Zahlen als Teiler hat.

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis.
Annahme: Es gibt nur endlich viele Primzahlen.

Sei P ={p1,...,pn} die Menge aller Primzahlen.
Definiere m=p;y - ... - pp + 1.
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Indirekter Beweis: Beispiel

Eine Primzahl ist eine Zahl p € N, die genau zwei natiirliche
Zahlen als Teiler hat.

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis.

_

Annahme: Es gibt nur endlich viele Primzahlen.
Sei P ={p1,...,pn} die Menge aller Primzahlen.
Definiere m=p;y - ... - pp + 1.

Da m & P, ist m keine Primzahl und hat daher einen Primteiler p.
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Indirekter Beweis: Beispiel

Eine Primzahl ist eine Zahl p € N, die genau zwei natiirliche
Zahlen als Teiler hat.

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis.

_

Annahme: Es gibt nur endlich viele Primzahlen.

Sei P ={p1,...,pn} die Menge aller Primzahlen.

Definiere m=p;y - ... - pp + 1.

Da m & P, ist m keine Primzahl und hat daher einen Primteiler p.

Da p eine Primzahl ist, muss p in P sein.




Indirekter Beweis st3 - strukturelle Induktion

lele] lo}

Indirekter Beweis: Beispiel

Eine Primzahl ist eine Zahl p € N, die genau zwei natiirliche
Zahlen als Teiler hat.

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis.

_

Annahme: Es gibt nur endlich viele Primzahlen.

Sei P ={p1,...,pn} die Menge aller Primzahlen.

Definiere m=p;y - ... - pp + 1.

Da m & P, ist m keine Primzahl und hat daher einen Primteiler p.
Da p eine Primzahl ist, muss p in P sein.

Die Zahl m ist durch keines der p1, ..., p, ohne Rest teilbar.

~> Widerpruch []
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Fragen?
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Vollstandige und strukturelle
Induktion



Vollstandige und strukturelle Induktion
0®0000000

Vollstandige Induktion iliber die natiirliche Zahlen

Vollstidndige Induktion (iiber die natiirlichen Zahlen)
Beweis einer Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen n mit n > m
o Induktionsanfang (IA): Beweis der Aussage fiir n = m

@ Induktionsvoraussetzung (IV):
Aussage gilt fiir alle k mit m< k <n

o Induktionsschritt (IS): Beweis der Aussage fiir n + 1 unter
Verwendung der Induktionsannahme




Vollstandige und strukturelle Induktion
00®000000

Vollstandige Induktion: Beispiel |

Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt Y7 _,(2k — 1) = n?.




Vollstandige und strukturelle Induktion
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Vollstandige Induktion: Beispiel |

Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt Y7 _,(2k — 1) = n?.

Beweis.

Vollstandige Induktion iiber n:
An=13Y;_,2k-1)=2-1=1=12




Vollstandige und strukturelle Induktion
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Vollstandige Induktion: Beispiel |

Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt Y7 _,(2k — 1) = n?.

Beweis.

Vollstandige Induktion iiber n:
An=1:>_(2k—1)=2—-1=1=12
IV: Fiir 1 <m < ngilt >, (2k — 1) = m?




Vollstandige und strukturelle Induktion
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Vollstandige Induktion: Beispiel |

Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt Y7 _,(2k — 1) = n?.

Beweis.

Vollstandige Induktion iiber n:
An=1:>_(2k—1)=2—-1=1=12
IV: Fiir 1 <m < ngilt >, (2k — 1) = m?

ISn—n+1;
S ek-1)= (3 @k—1)) +2n+1) -1
¥n2+2(n+1)—1
= (n+1)>
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Vollstandige Induktion: Beispiel Il

Jede natiirliche Zahl n > 2 [3sst sich als Produkt von Primzahlen
darstellen, also als n = p1 - p> - ... pm mit Primzahlen p1, ..., pm.
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Vollstandige Induktion: Beispiel Il

Jede natiirliche Zahl n > 2 [3sst sich als Produkt von Primzahlen
darstellen, also als n = p1 - p> - ... pm mit Primzahlen p1, ..., pm.

Beweis.

Vollstandige Induktion iiber n:
IA n = 2: Trival erfiillt, da 2 Primzahl




Vollstandige und strukturelle Induktion
000®00000

Vollstandige Induktion: Beispiel Il

Jede natiirliche Zahl n > 2 [3sst sich als Produkt von Primzahlen
darstellen, also als n = p1 - p> - ... pm mit Primzahlen p1, ..., pm.

Beweis.

Vollstandige Induktion iiber n:

IA n = 2: Trival erfiillt, da 2 Primzahl

|V: Jede natiirliche Zahl k mit 2 < k < n lasst sich
als Produkt von Primzahlen darstellen.
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Vollstandige Induktion: Beispiel Il

Jede natiirliche Zahl n > 2 [3sst sich als Produkt von Primzahlen
darstellen, also als n = p1 - p> - ... pm mit Primzahlen p1, ..., pm.

Beweis (Fortsetzung).
ISn—n+1:
e Fall 1: n+ 1 ist Primzahl ~ trivial
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Vollstandige Induktion: Beispiel Il

Jede natiirliche Zahl n > 2 [3sst sich als Produkt von Primzahlen
darstellen, also als n = p1 - p> - ... pm mit Primzahlen p1, ..., pm.

Beweis (Fortsetzung).
ISn—n+1:
o Fall 1: n+4 1 ist Primzahl ~ trivial

o Fall 2: n+4 1 ist keine Primzahl.
Es gibt natiirliche Zahlen 2 < g,r < nmitn+1=gq-r.

Nach IV gibt es Primzahlen q1,...,gs mitg=qg1-...- Qs
und rq, ..., mitr=mry-...-rp.
Insgesamt gilt n+1=q1 ... Qs ... rt.




Vollstandige und strukturelle Induktion
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Induktive Definition einer Menge: Beispiele

Beispiel (Natiirliche Zahlen)

Die Menge Ny der natiirlichen Zahlen ist wie folgt induktiv
definiert:

@ 0 ist eine natiirliche Zahl.

@ Ist n eine natiirliche Zahl, so ist n + 1 eine natiirliche Zahl.




Vollstandige und strukturelle Induktion
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Induktive Definition einer Menge: Beispiele

Beispiel (Natiirliche Zahlen)

Die Menge Ny der natiirlichen Zahlen ist wie folgt induktiv
definiert:

@ 0 ist eine natiirliche Zahl.

@ Ist n eine natiirliche Zahl, so ist n + 1 eine natiirliche Zahl.

Beispiel (Bindrbaum)

Die Menge B der Bindrbdume ist induktiv wie folgt definiert:
e [ ist ein Bindrbaum (ein Blatt)

e Sind B; und Bgr Bindrbaume, so ist auch (B, O, Br) ein
Bindrbaum (mit innerem Knoten O).




Vollstandige und strukturelle Induktion Zusammenf.
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Induktive Definition einer Menge: Beispiele

Beispiel (Natiirliche Zahlen)

Die Menge Ny der natiirlichen Zahlen ist wie folgt induktiv
definiert:

@ 0 ist eine natiirliche Zahl.

@ Ist n eine natiirliche Zahl, so ist n + 1 eine natiirliche Zahl.

Beispiel (Bindrbaum)

Die Menge B der Bindrbdume ist induktiv wie folgt definiert:
e [ ist ein Bindrbaum (ein Blatt)

e Sind B; und Bgr Bindrbaume, so ist auch (B, O, Br) ein
Bindrbaum (mit innerem Knoten O).

Implizit: Menge enthalt kein Element, das nicht nach diesen
Regeln gebildet werden kann
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Induktive Definition einer Menge: Allgemein

Induktive Definition

Eine Menge M definiert man induktiv durch
@ Angabe von Basiselementen, die in der Menge enthalten sind

o Konstruktionsregeln der Art
,Fir M C M, ist auch K(M') in M.*




Vollstandige und strukturelle Induktion
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Strukturelle Induktion

Strukturelle Induktion

Beweis einer Aussage fiir eine induktiv definierte Menge

@ Induktionsanfang (IA): Beweis der Aussage fiir alle
Basiselemente.

@ Induktionsvoraussetzung (IV):
Aussage gilt fiir Elemente von M’ (aus Konstruktionsregel).
o Induktionsschritt (IS): Beweis der Aussage fiir K(M')

unter Verwendung der Induktionsannahme
(fiir jede Konstruktionsregel)




Vollstandige und strukturelle Induktion
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Strukturelle Induktion: Beispiel

Ein Bindrbaum mit b Blittern hat b — 1 innere Knoten. I




Vollstandige und strukturelle Induktion
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Strukturelle Induktion: Beispiel

Ein Bindrbaum mit b Blittern hat b — 1 innere Knoten. l

Beweis.
IA: Ein Baum [J hat ein Blatt und keinen inneren Knoten.




Vollstandige und strukturelle Induktion . mmenfassung
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Strukturelle Induktion: Beispiel

Ein Bindrbaum mit b Blittern hat b — 1 innere Knoten. l

Beweis.

IA: Ein Baum [J hat ein Blatt und keinen inneren Knoten.
IV: Satz gilt fiir B; und Bg.




Indirekter Beweis Vollstandige und strukturelle Induktion Zusammenfassung
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Strukturelle Induktion: Beispiel

Ein Bindrbaum mit b Blittern hat b — 1 innere Knoten.

Beweis.

IA: Ein Baum [ hat ein Blatt und keinen inneren Knoten.

IV: Satz gilt fiir B; und Bg.

IS fir B = (B, O, B):

Wir bezeichnen die Anzahl der inneren Knoten eines Baumes B’
mit inner(B’) und die der Blatter mit blitter(B’).

inner(B) = inner(By) + inner(Bg) + 1

Y (blitter(B,) — 1) + (blatter(Bg) — 1) + 1
= blatter(B) + blatter(Bg) — 1 = blitter(B) — 1

N,




Vollstandige und strukturelle Induktion
00000000e




Zusammenfassung



Zusammenfassung
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Zusammenfassung

@ Ein Beweis basiert auf Axiomen und bereits bewiesenen
Aussagen.

@ Einzelne Beweisschritte miissen unmittelbar einsehbar sein.

@ Direkter Beweis: Ableitung der Aussage durch Folgern
und/oder Umformen
o Indirekter Beweis: Widerlegung der verneinten Aussage

o Vollstindige und strukturelle Induktion: Beweis der Aussage
fiir Induktionsanfang und Erhaltung der Aussage in
Induktionsschritt



Zusammenfassung
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Vorbereitung fiir nachstes Mal

Vereinfachen Sie diesen Ratschlag!

Aufgabe aus U. Schéning: Logik fiir Informatiker
Foto mit freundlicher Genehmigung von graur razvan ionut / FreeDigitalPhotos.net
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