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Grenzen der Aussagenlogik

Gruppenaxiome fiir (G, o, e):
Q Firalle x,y,z€ Ggilt (xoy)oz=xo0(yo2z).
@ Fiiralle x € G gilt xoe = x.
© Fiirallex € G gibteseiny € G mit xoy =e.
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Q Firalle x,y,z€ Ggilt (xoy)oz=xo0(yo2z).
@ Fiiralle x € G gilt xoe = x.
© Fiirallex € G gibteseiny € G mit xoy =e.

Konnen wir in Aussagenlogik nicht ausdriicken:
@ Objekte x,y,z aus G
o Objektreferenzierung (x o y) mit Funktion o
@ Gleichheit =

o ,Fiir alle”, , es gibt"
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Grenzen der Aussagenlogik

Gruppenaxiome fiir (G, o, e):
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o ,Fiir alle”, , es gibt"

> Bendtigen ausdrucksstérkere Logik
~+ Pradikatenlogik



Syntax der Pradikatenlogik



Syntax
0®000000000

Syntax: Bestandteile

@ Signaturen definieren erlaubte Symbole.
Analogie: Variablenmenge A in Aussagenlogik

@ Terme werden von Semantik mit Objekten assoziiert.
Keine Analogie in Aussagenlogik

@ Formeln werden von Semantik mit Wahrheitswerten
(wahr oder falsch) assoziiert.
Analogie: Formeln in Aussagenlogik
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Signaturen: Definition

Definition (Signatur)
Eine Signatur (der Pradikatenlogik) ist ein 4-Tupel
S = (V,K,F,P) aus folgenden vier disjunkten Mengen:
@ eine endliche oder abzdhlbare Menge V von
Variablensymbolen

@ eine endliche oder abzihlbare Menge /C von
Konstantensymbolen

@ eine endliche oder abzdhlbare Menge F von
Funktionssymbolen

@ eine endliche oder abzihlbare Menge P von
Pradikatsymbolen (oder Relationssymbolen)

Jedes Funktionssymbol f € F und Pradikatsymbol P € P hat eine
assoziierte Stelligkeit St(f), St(P) € N; (Anzahl von Argumenten).
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Signaturen: Terminologie und Konventionen

Terminologie

o k-stelliges (Funktions- oder Pradikat-) symbol:
Symbol s mit Stelligkeit St(s) = k.

@ Auch: unar, binar, ternar

Konventionen (in dieser Vorlesung):
@ Variablensymbole werden kursiv dargestellt,
andere Symbole aufrecht.

@ Pradikatsymbole beginnen mit Grossbuchstaben,
andere Symbole mit Kleinbuchstaben
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Signaturen: Beispiele

o V={x,y,z,x1,%2,X3,...}
o IC = {null,eins}

e F = {summe, produkt}

o P = {Positiv, Quadratzahl}

St(summe) = St(produkt) = 2, St(Positiv) = St(Quadratzahl) =1
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Signaturen: Beispiele

o V={x,y,z,x1,%2,X3,...}

o K = {roger-federer, lisa-simpson}

o F=10

e P = {Weiblich, Mannlich, Elternteil }

St(Weiblich) = St(Mannlich) = 1, St(Elternteil) = 2
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Terme: Definition

Definition (Term)

Sei S = (V, K, F,P) eine Signatur.

Ein Term (lber S) ist induktiv nach folgenden Regeln konstruiert:
o Jedes Variablensymbol v € V ist ein Term.
@ Jedes Konstantensymbol k € K ist ein Term.

@ Sind t1,...,tx Terme und ist f € F ein Funktionssymbol der
Stelligkeit k, dann ist f(t;,..., tx) ein Term.
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Terme: Definition

Definition (Term)

Sei S = (V, K, F,P) eine Signatur.

Ein Term (lber S) ist induktiv nach folgenden Regeln konstruiert:
o Jedes Variablensymbol v € V ist ein Term.
@ Jedes Konstantensymbol k € K ist ein Term.

@ Sind t1,...,tx Terme und ist f € F ein Funktionssymbol der
Stelligkeit k, dann ist f(t;,..., tx) ein Term.

Beispiele:
@ Xy
@ lisa-simson

@ summe(xs, produkt(eins, xs))
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Formeln: Definition

Definition (Formel)

Fiir eine Signatur S = (V, K, F, P) ist die Menge der
pradikatenlogischen Formeln (iiber &) induktiv wie folgt definiert:
e Sind t1,...,tx Terme (iiber S) und ist P € P ein k-stelliges
Préadikatsymbol, dann ist die atomare Formel (oder das Atom)
P(t1, ..., tx) eine Formel iiber S.

@ Sind t; und t; Terme (iiber S), dann ist die Identitat
(t1 = t») eine Formel iiber S.

@ Ist x € V ein Variablensymbol und ¢ eine Formel iiber S,
dann sind die Allquantifizierung Vx ¢ und die
Existenzquantifizierung Ix ¢ Formeln iiber S.

@ Ist ¢ eine Formel iiber S, dann auch die Negation —¢.

@ Sind ¢ und ¢ Formeln iiber S, dann auch die Konjunktion
(¢ A1) und die Disjunktion (¢ V ).
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Formeln: Beispiele

Beispiele: Arithmetik und Genealogie

o Positiv(xy)

e Vx (—Quadratzahl(x) V Positiv(x))

@ Jx3 (Quadratzahl(xz) A —Positiv(x3))
o Vx(x=1y)

@ Vx (summe(x, x) = produkt(x, eins))
o Vx3Jy (summe(x,y) = null)
e Vx3y (Elternteil(y, x) A Weiblich(y))

Terminologie: Die Symbole ¥V und 3 heissen Quantoren.
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Abkiirzungen und Klammerung per Konvention

Abkiirzungen
o (¢ — 1) ist Abkiirzung fiir (—p V ).

e (¢ <> 1) ist Abkiirzung fiir ((¢ — ¥) A (¥ — ¢)).

@ Sequenzen von gleichen Quantoren kann man zur Abkiirzung
zusammenfassen. Zum Beispiel:
o VxVyVzp ~» Vxyzp
o dxdydzp ~» Ixyzp
o Ywix3dyVzp ~» VwixyVz ¢
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Abkiirzungen und Klammerung per Konvention

Abkiirzungen
o (¢ — 1) ist Abkiirzung fiir (—p V ).

e (¢ <> 1) ist Abkiirzung fiir ((¢ — ¥) A (¥ — ¢)).

@ Sequenzen von gleichen Quantoren kann man zur Abkiirzung
zusammenfassen. Zum Beispiel:
o VxVyVzp ~» Vxyzp
o dxdydzp ~» Ixyzp
o Ywix3dyVzp ~» VwixyVz ¢

Klammerung per Konvention
@ analog zur Aussagenlogik
@ Quantoren V und 3 binden starker als alles andere.
@ Beispiel: Vx P(x) — Q(x) entspricht (Vx P(x) — Q(x)),
nicht Vx (P(x) — Q(x)).
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Fragen?
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Semantik der Pradikatenlogik
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Semantik: Motivation

@ Interpretation in der Aussagenlogik:
Wabhrheitsbelegung fiir die Aussagenvariablen

@ Gibt keine Aussagenvariablen in Pradikatenlogik

@ Stattdessen: Interpretation legt Bedeutung der Konstanten-,
Funktions- und Pradikatsymbole fest.

@ Bedeutung von Variablensymbolen nicht durch Interpretation
festgelegt, sondern durch gesonderte Variablenzuweisung.
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Exkurs: Relationen

o Fiir beliebige Mengen My, M, ..., M, ist das kartesische
Produkt My x --- x M, die Menge
My x - x M, ={(e1,...,en) | e1 € M1,... e, € My}

e Beispiel: My = {a, b,c}, My = {1,2},
My x My = {(a,1),(a,2), (b, 1), (b,2), (¢, 1), (c,2)}

o Spezialfall: MK = M x --- x M (k-mal)

e Beispiel mit M = {1,2}: M? = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}.
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Exkurs: Relationen

o Fiir beliebige Mengen My, M, ..., M, ist das kartesische
Produkt My x --- x M, die Menge
My x - x M, ={(e1,...,en) | e1 € M1,... e, € My}
e Beispiel: My = {a, b,c}, My = {1,2},
My x My = {(a,1),(a,2), (b, 1), (b,2), (¢, 1), (c,2)}
o Spezialfall: MK = M x --- x M (k-mal)
e Beispiel mit M = {1,2}: M? = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}.
@ Eine n-stellige Relation R iiber den Mengen My, ..., M, ist
eine Teilmenge ihres kartesischen Produkts:
RC My x---x M,.
e Beispiel mit M = {1,2}: R« C M? als
R< = {(17 1)7 (17 2)’ (2’ 2)}
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Interpretationen und Variablenzuweisungen

Sei S = (V,K, F,P) eine Signatur.

Definition (Interpretation, Variablenzuweisung)

Eine Interpretation (fiir S) ist ein Paar Z = (U, -Z) mit folgenden
Komponenten:

@ eine nichtleere Menge U genannt Universum (oder
Grundmenge) und

e eine Funktion -7, die den Konstanten-, Funktions- und
Pradikatsymbolen eine Bedeutung zuweist:
o kI € U fiir Konstantensymbole k € IC
o £ UK — U fiir k-stellige Funktionssymbole f € F
o PT C UF fiir k-stellige Pradikatsymbole P € P

Eine Variablenzuweisung (fiir S und Universum U)
ist eine Funktion av: V — U.
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Interpretationen und Variablenzuweisungen: Beispiel

Signatur: § = (V, I, F,P) mit V = {x,y, z},
K = {null,eins}, F = {summe, produkt}, P = {Quadratzahl}
St(summe) = St(produkt) = 2, St(Quadratzahl) =1
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Interpretationen und Variablenzuweisungen: Beispiel

Beispiel

Signatur: § = (V, I, F,P) mit V = {x,y, z},
K = {null,eins}, F = {summe, produkt}, P = {Quadratzahl}
St(summe) = St(produkt) = 2, St(Quadratzahl) =1

Z=(U,-T) mit
o U= {up,u1,up, u3,us, us, us}
o null? =y
@ eins’ = uq

o summel (u;, uj) = U(i+j) mod 7 flir alle i,j € {0,...,6}

produkt? (u;, u;) = U(i.j) mod 7 fiir alle i, j € {0,...,6}

Quadratzahl® = {uo, u1, up, ug}

a={x— us,y— U5,z Up}
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Semantik: informell

Beispiel: (Vx(Block(x) — Rot(x)) A Block(a))
, Fiir alle Objekte x: wenn x ein Block ist, dann ist x rot.
Zudem ist das Objekt, das mit a bezeichnet wird, ein Block."

Terme werden als Objekte interpretiert.
Unare Pradikate bezeichnen Eigenschaften von Objekten
(ein Block sein, rot sein, eine Quadratzahl sein, ...)

Allgemeine Pradikate beschreiben Beziehungen zwischen
Objekten (das Kind von jemandem sein, einen gemeinsamen
Teiler haben, ...)

Allquantifizierte Formeln (,,¥") sind wahr,
wenn sie fiir alle Objekte im Universum gelten.

Existenzquantifizierte Formeln (,,3") sind wabhr,
wenn sie fiir mindestens ein Objekt im Universum gelten.
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Interpretation von Termen

Sei S = (V,K, F,P) eine Signatur.

Definition (Interpretation eines Terms)

Sei T = (U, -T) eine Interpretation fiir S,

und sei « eine Variablenzuweisung fiir S und Universum U.

Sei t ein Term iiber S.

Die Interpretation von t unter Z und o, symbolisch t©¢, ist ein
Element des Universums U und folgendermassen definiert:

e Wenn t = x mit x € V (t ist ein Variablenterm):

x5 = a(x)

@ Wenn t = k mit k € KC (¢ ist ein Konstantenterm):
kI,a — kI

o Wenn t =f(t1,...,tx) (t ist ein Funktionsterm):

f(tr,. .., )0 = (0%, ..., 50%)
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Interpretation von Termen: Beispiel

Beispiel

Signatur: S = (V. K, F, P)

mit V = {x,y, z}, K = {null,eins}, F = {summe, produkt},
St(summe) = St(produkt) = 2
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Interpretation von Termen: Beispiel

Beispiel

Signatur: S = (V. K, F, P)

mit V = {x,y, z}, K = {null,eins}, F = {summe, produkt},
St(summe) = St(produkt) = 2

T =(U,T) mit
o U= {up,u1,u,us,ua, us, U}
o null? =y
e einst = uy
o summel (u;, uj) = U(i4j) mod 7 fiir alle i, j € {0,...,6}

o produkt? (u;, uj) = U(i.j) mod 7 fiir alle i, j € {0,...,6}

a={xr us,y — us,z+ up}
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Interpretation von Termen: Beispiel (Forts.)

Beispiel (Forts.)

e nulll® =

T, __

o summe(x, y)5 =

o produkt(eins, summe(x, null))>® =
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Semantik pradikatenlogischer Formeln

Sei S = (V, K, F,P) eine Signatur.

Definition (Formel ist erfiillt oder wahr)

Sei Z = (U, ) eine Interpretation fiir S, und

sei « eine Variablenzuweisung fiir S und Grundmenge U.
Wir sagen Z und « erfiillen eine pradikatenlogische Formel ¢
(auch: ¢ ist wahr unter Z und «), symbolisch: Z, o = ¢,
entsprechend der folgenden induktiven Regeln:

T,al=P(t,...,t) gdw (8% ... tF*) e PT
Lok (h=1t) gdwt® ="
Z,aE—p gdwZ,al~p

Tak(pAy) gwTalgundTaly
Z,aE(pVy) gdwZ,a =@ oder Z,a =9
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Semantik pradikatenlogischer Formeln

Sei S = (V, K, F,P) eine Signatur.

Definition (Formel ist erfiillt oder wahr)

Z,a =Vxe gdw Z,a[x :=u] = firalle ue U
Z,a = 3xe gdw Z, a[x := u] = ¢ fiir mindestens ein u € U

wobei a[x := u] die gleiche Variablenbelegung ist wie «, ausser
dass sie der Variable x den Wert u zuweist.
Formal:

u falls z = x
(alx = u)(z) = {a(z) falls 2 # x
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Semantik: Beispiel

Beispiel

Signatur: S = (W, K, F, P)

mit V = {x,y,z}, K = {a,b}, F =0, P = {Block, Rot},
St(Block) = St(Rot) = 1.
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Semantik: Beispiel

Beispiel

Signatur: S = (W, K, F, P)
mit V = {x,y, z}, K ={a,b}, F =0, P = {Block, Rot},
St(Block) = St(Rot) = 1.

= (U,

LYy mit
U= {u1,us,u3,us,us}
oz

_ul

Block? = {u1, up}

o
o
o b =u3
o

Rot? = { )
@ Rot™ = U1, Uz, Uz, Us

a={x—u,y— uwz—u}
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Beispiel (Forts.)

Fragen:
o Z,a = (Block(b) v —Block(b))?
o Z,« |= (Block(x) — (Block(x) V =Block(y)))?
o Z,« = (Block(a) A Block(b))?
o Z,a = Vx(Block(x) — Rot(x))?
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Semantik: Beispiel (Forts.)

Beispiel (Forts.)

Fragen:
o Z,« = (Block(b) v —Block(b))?
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Semantik: Beispiel (Forts.)

Beispiel (Forts.)

Fragen:
o Z,« = (Block(x) — (Block(x) V =Block(y)))?
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Semantik: Beispiel (Forts.)

Beispiel (Forts.)

Fragen:
o Z,« = (Block(a) A Block(b))?
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Semantik: Beispiel (Forts.)

Beispiel (Forts.)
Fragen:
o Z,a = Vx(Block(x) — Rot(x))?




Semantik
000000000000e




Zusammenfassung



Zusammenfassung
oe

Zusammenfassung

o Pradikatenlogik erlaubt es, allgemeine Aussagen iiber Objekte
und ihre Beziehung zueinander zu machen.

@ Signatur legt in Formeln erlaubte Symbole fest.
@ Syntax definiert, was pradikatenlogische Formeln sind.

o Semantik gibt den Formeln Bedeutung abhingig von einer
Interpretation und Variablenbelegung.

@ Terme werden als Objekte interpretiert.

@ Formeln sind unter einer Interpretation und Variablenbelegung
wahr oder nicht wahr (falsch).
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