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2. Aussagenlogik Il Aquivalenzen

Aquivalente Formeln

Definition (Aquivalenz aussagenlogischer Formeln)

Zwei aussagenlogische Formeln ¢ und ) iiber A sind (logisch)
aquivalent (¢ = ), falls fiir alle Wahrheitsbelegungen Z fiir A gilt,
dass Z = ¢ genau dann wenn Z = 4.
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2. Aussagenlogik 11 Aquivalenzen 2. Aussagenlogik 11 Aquivalenzen
Aquivalente Formeln: Beispiel Einige Aquivalenzen
(pAp)=e
((pVe)VX)=(pV (¥ VX)) (pVe)=¢ (Idempotenz)
I Ik IE| IE Ik Tk Tk (P AY) = Aw)
e Y x| (evey) @VX) ((pVY)VX) (pVI($VX) (pVy)=(Ve) (Kommutativitt)
Nein  Nein Nein Nein Nein Nein Nein
Nein Nein Ja Nein Ja Ja Ja ((pAY)AX)= (A (P AX))
Nein  Ja  Nein Ja Ja Ja Ja ((pVY)VX)=(eV (¥ VX)) (Assoziativitat)
Nein Ja Ja Ja Ja Ja Ja
Ja Nein Nein Ja Nein Ja Ja (eA(pVY)) =9
Ja Nein Ja Ja Ja Ja Ja _ .
Ja Ja Nein| Ja Ja Ja Ja (pVvienv))=¢ (Absorption)
o JaJa] I Ja Ja (P AV X)) =((p AV (9 Ax
(VW AX)=W(eVY)A(p VX)) (Distributivitat)
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Mehr Aquivalenzen Anwendung von Aquivalenzen: Beispiel
=@ (Doppelnegation)
(P AY) = (e V) (PA(=QVP)=((PA-Q)V(PAP))  (Distributivitat)
(V) = (—p A1) (De Morgansche Regeln) — (PA-Q)V P) (Idempotenz)
(¢ V) = p falls ¢ Tautologie =(PV(PA-Q)) (Kommutativitat)
(@ A1) = 4 falls ¢ Tautologie (Tautologieregeln) =P (Absorption)
(¢ V) = ¢ falls ¢ unerfiillbar
(¢ A1) = p falls  unerfiillbar  (Unerfiillbarkeitsregeln)
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2. Aussagenlogik 11 Aquivalenzen

Ersetzbarkeitstheorem

Theorem (Ersetzbarkeitstheorem)

Seien p und ¢’ dquivalente aussagenlogische Formeln iiber A. Sei
Y eine aussagenlogische Formel mit (mindestens) einem
Vorkommen der Teilformel o. Dann ist 1) dquivalent zu 1)’, wobei
)" aus 1) hervorgeht, indem ein Vorkommen von ¢ in ) durch ¢’
ersetzt wird.

Beweis.
Beweis durch Induktion iiber den Formelaufbau von .

Induktionsanfang: Falls 1) eine atomare Formel ist, dann gilt
1 = . Da damit ¢/ = ¢’ gelten muss, folgt die Aussage direkt aus

2. Aussagenlogik 11 Aquivalenzen

Ersetzbarkeitstheorem

Beweis (Fortsetzung).

Induktionsannahme: Das Ersetzbarkeitstheorem gilt fiir alle
Teilformeln von 1.

Induktionsschritt: Falls ) = ¢, gilt das gleiche Argument wie beim
Induktionsanfang. Sonst miissen wir drei Fille unterscheiden.

Fall 1: ¢ hat den Aufbau ¢ = —y.

Damit hat 1)/ den Aufbau )’ = =)/, wobei x’ aus x durch die
Ersetzung der Teilformel ¢ durch ¢’ hervorgeht. Nach
Induktionsvoraussetzung ist y dquivalent zu x’. Die Aquivalenz von
1 und 1)’ folgt dann aus der semantischen Definition von ,, —".

M. Helmert, G. Réger (Univ. Basel) Theorie 24. Februar 2014 10 / 31

=
M. Helmert, G. Réger (Univ. Basel) Theorie 24. Februar 2014 9 /31
2. Aussagenlogik Il Aquivalenzen

Ersetzbarkeitstheorem

Beweis (Fortsetzung).

Fall 2: v/ hat den Aufbau ¥ = (x1 V x2).

Dann kommt ¢ in x1 oder in x2 vor. Wir betrachten den Fall x;
(Fall x2 analog). Dann ist nach Induktionsannahme 1 dquivalent
zu X, welches aus x1 durch Ersetzen der Teilformel ¢ durch ¢’
hervorgeht. Aus der Definition von ,, V" folgt, dass
v=(1Vx)=v.

Fall 3: ¢ hat den Aufbau ¢ = (x1 A x2).

Beweis analog zu Fall 2. O
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2.2 Vereinfachte Schreibweise
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2. Aussagenlogik Il Vereinfachte Schreibweise

Klammern

Assoziativitat:

((pAY)AX)= (e A (P AX))
((pvy)VX)=(pV (¥ VX))

» Klammerung bei einer Konjunktion als Teilformel einer
Konjunktion beeinflusst nicht, ob Interpretation ein Modell
der Formel ist

» Bei Disjunktionen analog

> Konnen in diesen Fallen Klammern weglassen und Semantik
einer beliebigen Klammerung verwenden

» Beispiel: (A1 A Ax A Az A Ag) statt ((Ar A (A2 A A3)) A Ag)
» Beispiel: (wAV (B A C)V D) statt (mAV (BAC))V D)
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Klammern

Konnen wir Klammern dann immer weglassen und beliebige
Klammerung annehmen? — Nein!

((pAY)VX)Z (A (P VX))

Was sollte dann ¢ A ¢ V x bedeuten?

2. Aussagenlogik 11 Vereinfachte Schreibweise

Klammerung per Konvention

Oftmals werden Klammern in bestimmten Fallen dennoch
weggelassen und eine implizite Klammerung angenommen:

» — bindet starker als A
» A bindet stirker als V
» V bindet stirker als — oder <

Beispiel
AV -CAB — AV =D entspricht (AV (=C A B)) — (AV =D))

> Oftmals schwerer zu lesen
> Fehleranfalliger
> Verwenden wir daher in dieser Vorlesung nicht.
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Kurzschreibweise fiir Konjunktionen und Disjunktionen
Kurzschreibweise fiir Addition:
n
Z, T XXt X
=
> X=x1+x+ +x
XE{X1,..sXn }
Analog (moglich wegen Kommutativitat von A und V):
n
(/\I.Zl%') =(P1 A2 A+ App)
n
(\/izlsﬁi) = (1 V2 V-V
(A,ox @) = (1 Aga Ao )
(\/wex@) =(p1Vp2 V- Vo)
fir X ={p1,...,0n}
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2. Aussagenlogik Il Vereinfachte Schreibweise

Kurzschreibweise: Randfalle

Gilt 7 = 9 bei
6= (P s 0= (Vo)
wenn X = {} oder X = {x}?

Konvention:
> (AeoE{} go) ist Tautologie.
> (Vyeqy ) ist unerfiillbar.
g (/\SOE{X} Lp) = (vsoe{x} LP) =X

> Warum?
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2.3 Normalformen
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2. Aussagenlogik 11 Normalformen

Warum Normalformen?

» Eine Normalform ist eine Darstellung mit bestimmten
syntaktischen Eigenschaften.

> Bedingung fiir sinnvolle Normalform: Jede Formel muss
logisch dquivalente Formel in Normalform besitzen.

> Vorteile:

» Konnen Beweise auf Formeln in Normalform beschranken
» Konnen Algorithmen nur fiir Eingaben in Normalform angeben

2. Aussagenlogik Il

Etwas Terminologie

» Ein Literal ist eine atomare Formel oder die Negation einer
atomaren Formel (z.B. A und —A).

> Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen
(zB. (QV—-PV-SVR)).

» Ein Monom ist eine Konjunktion von Literalen
(zB. (QAN=PA-SAR)).

Die Begriffe Klausel und Monom werden auch fiir den Randfall mit
nur einem Literal verwendet.

24. Februar 2014 20
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2. Aussagenlogik Il Normalformen 2. Aussagenlogik Il Normalformen

Terminologie: Beispiele Konjunktive Normalform

Definition (Konjunktive Normalform)

Eine Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF) wenn sie eine

Beispiele Konjunktion von Klauseln ist, d.h., wenn sie die Form
» ((PV—Q) A P) ist weder Literal, Klausel, noch Monom
» (-Q A R) ist Monom /”\ (7/’ |
» (PV-Q) ist Klausel i—1 \j=1
» —P ist Literal, Klausel und Monom
> (P N Q) ist weder Literal, Klausel, noch Monom mit n,my > 0 (fUI’ 1 < i < n) hat, wobei die LU Literale sind.
Beispiel
((=PV Q)ANRA(PV=S))ist in KNF.
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Disjunktive Normalform KNF und DNF: Beispiele

Definition (Disjunktive Normalform)

Eine Formel ist in disjunktiver Normalform (DNF), wenn sie eine

Disjunktion von Monomen ist, d.h., wenn sie die Form Beispiele
> ((PV—=Q) A P) ist in KNF
\”/ 7\LJ >((R\/Q)/\P/\(.R\./S))istinKNF
iz1 \j=1 » (PV(=QAR))istin DNF
» ((PV—Q) — P) ist weder in KNF noch in DNF
mit n, m; > 0 (fiir 1 </ < n)hat, wobei die Lj; Literale sind. » Pist in KNF und in DNF

Beispiel
(=P AQ)V RV (P A=S)) ist in DNF.
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2. Aussagenlogik Il Normalformen

Herstellung von KNF (und DNF)

Algorithmus zur Herstellung von KNF
© Ersetze Abkiirzungen mit — und <+ durch tatsichliche Formel
((—)-Eliminierung und (<)-Eliminierung).
~~ Formelstruktur: nur VvV, A, =
@ Schiebe Negationen mit De Morgan und
Doppelnegation nach innen.
~~ Formelstruktur: nur V, A, Literale

© Verteile V iiber A mit Distributivitat
(genaugenommen auch Kommutativitat).
~> Formelstruktur: KNF

@ Optional: Vereinfache die Formel am Ende oder auch
zwischendurch (z.B. mit [dempotenz).

Hinweis: Fiir DNF, verteile stattdessen A tiber V.
Frage: Laufzeit?
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KNF herstellen: Beispiel

Herstellung von konjunktiver Normalform
Gegeben: o = ((PA-Q)V R) — (PV—(SVT)))

e=(((PAN=Q)VR)VPV~(SVT)) [Schritt 1]
=((~(PA=Q)A=-R)VPV—=(SVT)) [Schritt 2]
={((-PVQ)A=R)VPV~(SVT)) [Schritt 2]
=((-PVQ)A-R)VPV(=SA-T)) [Schritt 2]
=((-PVQVPV(=SA-T))A

(=RV PV (=SA=T))) [Schritt 3]
=(-RVPV(=SA-T)) [Schritt 4]
=((-RVPV-S)AN(-RV PV-T)) [Schritt 3]
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DNF herstellen: Beispiel

Herstellung von disjunktiver Normalform
Gegeben: o = ((PA=Q)V R) = (PV—=(SVT)))

e=((PA=Q)VR)VPV—=(SVT)) [Schritt 1]
=((=(PA=Q)A=-R)VPV—=(SVT)) [Schritt 2]
=({((-PVQ)A-=R)VPV—(SVT)) [Schritt 2]
=({((-PVQ)A-R)VPV(=SA-T)) [Schritt 2]
=((-PA-R)V(QA-R)VPV(=SA-T)) [Schritt 3]
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Existenz von aquivalenter Formel in Normalformen

Theorem

Fiir jede Formel ¢ gibt es eine logisch dquivalente Formel in KNF
und eine logisch dquivalente Formel in DNF.

> ,gibt es eine” heisst immer ,, gibt es mindestens eine”. Sonst
wiirde man ,gibt es genau eine" schreiben.

> Intuition: Algorithmus zur Herstellung von Normalform
funktioniert mit beliebigen Ausgangsformeln und verwendet
nur Aquivalenzumformungen.

> Echter Beweis ginge z.B. iiber Induktion {iber den Aufbau der
Formeln.
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Weitere Theoreme

Theorem

Eine Formel in KNF ist eine Tautologie gdw. jede Klausel eine 2 4 Z usamm enfaSSU ng

Tautologie ist.

Theorem

Eine Formel in DNF ist erfiillbar gdw. mindestens ein Monom
erfiillbar ist.

> Beides leicht anhand von Semantik der Aussagenlogik zu zeigen.
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Zusammenfassung

» Logische Aquivalenz erfasst, wann Formeln semantisch gleich
sind.

» Aquivalenzumformung dient zur Vereinfachung von Formeln
und zur Herstellung von Normalformen.

> Formel in KNF ist Konjunktion von Klauseln.
» Formel in DNF ist Disjunktion von Monomen.
» Jede Formel hat dquivalente Formeln in DNF und in KNF.
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