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14 Primitive Rekursion und ;-Rekursion

Vorbemerkung: Die Kodierungs- und Dekodierungsfunktionen encode, decode, und decodes von den
Vorlesungsfolien fiir Paare von natiirlichen Zahlen lassen sich leicht auf beliebige r-Tupel (fiir alle » > 2)
erweitern. Hierbei soll encode” : Nj — Ny ein r-Tupel bijektiv in eine einzelne Zahl kodieren und
decode] : Ny — Ny fiir 1 < ¢ < r dann die i-te Komponente des kodierten k-Tupels extrahieren, also

decode! (encode® (x1,. .. x1)) =
firalle k > 2,1 <i<k, x1,...,2 € Np.
Fiir den Fall r = 2 verwenden wir die bereits bekannten Funktionen aus der Vorlesung:
encode®(x1, o) := encode(x1, x3)
decode?(z) = decodey ()
decode’(z) = decodes (%)
und setzen dann fiir alle r > 2:

"2y, ... 2y 1) == encode(encode” (x1, . . ., Ty), Try1)

decode;H(z) := decode’;(decode; (z)) firallel <j <r
decode:i%(z) := decodey(z)

encode

In Worten: um ein (r + 1)-Tupel mit encode” ™! zu kodieren, kodieren wir zunichst die ersten » Kom-

ponenten mit encode” als einzelne Zahl. Anschliessend kodieren wir dann diese Zahl und die (r + 1)-te
Komponente mit encode in eine einzelne Zahl.

Die Dekodierungsfunktionen machen diese Operation riickgéngig: a’ecoa’e;Jrl extrahiert so die i-te Kom-
ponente des kodierten Tupels.

Satz 14.1 (Zusammenhang primitive/p-Rekursion vs. LOOP-/WHILE-Programme)
1. Jede primitiv rekursive Funktion ist LOOP-berechenbar.

2. Jede LOOP-berechenbare Funktion ist primitiv rekursiv.
3. Jede p-rekursive Funktion ist WHILE-berechenbar.
4. Jede WHILE-berechenbare Funktion ist [i-rekursiv.

Beweis. zu 1.: Um den folgenden Beweis zu erleichtern, iiberlegen wir uns zunéchst, dass wir zu jedem
LOOP-Programm P ein ,,sauberes” LOOP-Programm P konstruieren konnen, das dieselbe Funktion
berechnet wie P (d.h. die Variable xy mit demselben Wert hinterldsst wie P) und alle anderen Pro-
grammvariablen mit demselben Wert hinterlédsst wie vor Ausfiihrung von P. Saubere Programme haben
also keine unerwiinschten Seiteneffekte.

Konkret konnen wir aus P das saubere Programm P wie folgt erzeugen. Seien 1, . . . , x,, alle Variablen
ausser xg, die P verwendet. Seien z1, . . ., 2y, frische Variablen. Dann ist P das folgende Programm:



Z1 =215 ... Zm = Tm;

P;
T1 =21, ... Ty = Zm;
z21:=0; ... znp:=0

Wir zeigen nun zunéchst, dass die Basisfunktionen LOOP-berechenbar sind. Anschliessend zeigen wir,
dass Funktionen, die mit dem Einsetzungsschema und mit dem primitiven Rekursionsschema konstru-
iert werden konnen, LOOP-berechenbar sind, wenn die Funktionen, aus denen sie konstruiert werden,
LOOP-berechenbar sind. Dies zeigt, dass alle PRFs LOOP-berechenbar sind.

Basisfunktionen:

o Nullfunktion: null : Ny — No mit null(z) = 0 fiir alle x € Ny
Die Nullfunktion wird berechnet durch das LOOP-Programm:

i) =0

e Nachfolgerfunktion: succ : Ny — No mit succ(z) = x + 1 fiir alle € Ny

Die Nachfolgerfunktion wird berechnet durch das LOOP-Programm:
ro:=x1+1
e Projektionsfunktionen: ’7T§ : Nj, — No mit wé(ml, coxy) =xjfuralle xy, ...,z € Ny
Die Projektionsfunktion 7r§ wird berechnet durch das LOOP-Programm:
To = Tj

Einsetzungsschema:

Sei f : N’g — Ny eine PRF, die durch das Einsetzungsschema entsteht, d.h. es gibt Funktionen h :
Nj — Nound g1,...,9; : N§ — No mit f(z1,...,28) = h(g1(21, .-, 2k),- -+, 9i(21, ..., 7)) fiir

alle x1,...,zr € Ng. Wir miissen zeigen: wenn h, g1, ..., g; alle LOOP-berechenbar sind, dann ist f
LOOP-berechenbar.
Zuu € {h,q1,...,9i} sei P, ein sauberes LOOP-Programm, das u berechnet. Seien y1, . .., y; frische

Variablen. Dann berechnet das folgende LOOP-Programm die Funktion f:

Pys oy =m0, xo:=0;
Py y2 :=x0; w0 :=0;

Pyis yi =03 x0:=0;

z1:=0; x2:=0; ... x:=0;

T = Y15 T2 :=Y25 ... Tj = Yi;

Py,

Idee des Programms: Berechne zuerst alle Werte g;(x1, ..., xy) fir 1 < j < ¢und speichere
sie in den Variablen y;. Berechne dann h(y1, ..., y;).

primitives Rekursionsschema:

Sei f : NISH — Ny eine PREF, die durch das primitive Rekursionsschema entsteht, d.h. es gibt Funktionen
g :NE — Ny und h : Nf™ — Ny, so dass

fO,21,...,z) = g(z1, ..., 2k)
fn+1,z,...,28) = h(f(n,21,...,28), 0, T1, ..., Tk)



fur alle n,z1,...,zr € Ny. Wir miissen zeigen: wenn g und h LOOP-berechenbar sind, dann ist f
LOOP-berechenbar.

Seien hierzu P, und P saubere LOOP-Programme, die g bzw. h berechnen. Seien ferner z, ..., 7, ;,
result und counter frische Variablen.

Dann berechnet das folgende LOOP-Programm f:

T = T1 0 Th =X ... Ty = Tpyls
xT1i=ahy wei=aly L. xp = xﬁﬁ_l; Tpa1 :=0;
Py;
result := xg;
counter := 0;
LOOP 2, DO

xo:=0; x1:=result; x9:= counter,

T3 =Ty T4 =X .. Tpyo i= T

Pp;

result := xg;

counter := counter + 1
END;
To = result
Idee des Programms: Bei Eingabe (n,a1,...,ayx), setze zuerst result := g(aq,...,ax).
Wiederhole dann n-mal die Berechnung result := h(result, counter,ay,...,ay), wobei
counter die Werte 0, ..., n — 1 durchlduft. Man kann leicht priifen, dass diese iterative Be-
rechnung denselben Wert errechnet wie die rekursive Definition {iber das primitive Rekursi-
onsschema.

zu 2.: Sei P ein beliebiges LOOP-Programm, das die Funktion f : N& — Ny berechnet. Wir miissen
zeigen, dass f eine PRF ist. Seien hierzu xg, . . . , z,, die von P verwendeten Variablen. Ohne Einschrin-
kung fordern wir m > k. (Es ist fiir den Beweis kein Problem, so zu tun, als wiirde das LOOP-Programm
eine Variable verwenden, selbst wenn es diese nicht verwendet.)

Wir konstruieren fiir jedes Teilprogramm () von P (inklusive P selbst) eine PRF fq, die kodiert, wel-
chen Effekt das Programm () auf den Variablen o, ..., x,, hat. Die Grundidee hierbei ist, dass f die
Werte der Programmvariablen vor Ausfithrung von @) als Eingabe hat und die Werte der Programmva-
riablen nach Ausfithrung zuriickliefert. Hierbei ergibt sich die Schwierigkeit, dass PRFs nur einen Wert
berechnen kénnen, wir aber die neuen Wert von m + 1 Variablen zuriickliefern miissen. Wir 16sen diese
Schwierigkeit, indem wir (m + 1)-Tupel von Zahlen in einer einzelnen Zahl kodieren.

Formaler: wir definieren zu jedem Teilprogramm () von P eine Funktion fg : Ng — Ny, so dass gilt:

fQ(encodemH(ao, C . am)) = encode™ L (by, ... by)
genau dann, wenn () ausgefiihrt in einer Situation mit Variableninhalten xg = aq, ..., Tm = a;y in einer
Situation mit Variableninhalten xog = by, ..., x,, = b,, endet.

Nach der Semantik von LOOP-Programmen berechnet P den Funktionswert, der nach Ausfithrung von
P in Variable x( steht, wobei anfinglich die Variablen z1,...,z; die Eingabewerte und alle andere
Variablen den Wert 0 beinhalten. Somit gilt:
ai,...,a;) = decode™ " encode™ (0, a1,...,a5, 0,...,0))).
flax k) 1 (fp( (0, a1 k )
(m—k) mal

Diese Funktion ist primitiv rekursiv, wenn wir zeigen konnen, dass die Funktion fp primitiv rekursiv ist.
Dies zeigen wir, indem wir zeigen, dass fq fiir alle Teilprogramme () von P (also auch P selbst) primitiv



rekursiv ist. Der Beweis erfolgt per Induktion iiber den Aufbau des LOOP-Programms P. Hierbei ver-
wenden wir, dass es bei LOOP-Programmen ausreicht, die Operationen ,,x; := x; + 1%, ,,z; := x; — 1%,
Komposition und LOOP-Schleife zuzulassen.

e Qist,x; :=x; + 1
Definiere fg : Ng — Ny mit

fo(2) := encode™ ™ (decode* (2) + co, . . . Jecodeﬁﬁ(z) + cm),

wobei die Konstanten c¢; definiert sind als ¢; = 1 und ¢; = 0 fiir alle j # 7.

Dies ist eine PRF, da alle Bestandteile PRFs sind.

o (Qist,x; :=x; — 1

Analog mit - - - © ¢; anstelle von - - - + ¢;.

o (Qist,,Q1; Q2
Induktiv gibt es PRFs fg, und fq,, die die Effekte der Teilprogramme auf den Variableninhalten
kodieren.

Definiere fg : Ng — No mit fo(2) := fo,(fo,(2)).
e ()ist,,LOOP z; DO R END“:

Induktiv gibt es eine PRF fg, die kodiert, wie der Schleifenrumpf R (bei einmaliger Ausfithrung)
die Variableninhalte verindert. Die Funktion fg muss kodieren, wie sich die Variableninhalte ver-
dandern, wenn man n-mal hintereinander R ausfiihrt, wobei n der Wert der Variablen x; zu Beginn
der Ausfithrung von @) ist. Hierfiir definieren wir zunéchst eine Hilfsfunktion fQ : Ng — Np mit
folgender Semantik: fQ(n, z) kodiert die Variableninhalte nach n-maliger Ausfithrung von @ auf
den Anfangswerten, die durch z kodiert sind. Dann gilt:

fo(0,2) = 2
fo(n+1,2) = fr(fq(n, 2))
Dies ist eine Anwendung des primitiven Rekursionsschemas (mit g(a) := a und h(a,b,c) :=

fr(a)). Damit ist fg eine PRF. Die gesuchte Funktion fq ist dann definiert durch

fo(2) = fo(decode]'f{ (2), 2).

Da die Funktion fg durch Einsetzung aus PRFs entsteht, ist sie ebenfalls eine PRF.

zu 3. und 4.: ohne Beweis [



